BCPST1 A & B Vendredi 25 septembre 2026

Corrigé du Devoir surveillé 1

Exercice 1 - Résolution d’(in)équations

1. On sait que pour tout y € R, on a |y| > 0. L’inéquation proposée est toujours vraie. L’ensemble des

solutions est

2. Soit x € R. Alors :

|02 —4r| <4 <= —4<2? —4x<4
— A< —dzetz®—4dx <4
— 22— dr+4>0et 2> —42—-4<0
= (2-2)?>0eta®—42-4<0
— 2 —4r-4<0

puisqu’un carré est toujours positif ou nul. Le discriminant du trinéme z? — 42 — 4 vaut 32 donc ses racines
(réelles distinctes) valent :

4— /32
73:272[2 et 2+2V2

L’ensemble des solutions de I’inéquation est donc :

S = {272\/5,2+2\/§]

3. Soit x € R. Alors :

Tr —1 Tr —1
< —3 ou 5

<— Txr—1<—-6ou7r—1>6

T —1
x >3

‘>3<:>

5
= 1:<—?0uw>1

L’ensemble des solutions est donc :

4. Soit z € R. Distinguons suivant les intervalles :
4—2>0 < <14

1
—1+2$20<:>IZ§
T —00 L 4 400
2
|4 — x| 4—x 41—z 0 —(4—x)
| — 14 2z —(—=1+2z) 0 1422z -1+ 2z

* Sixe]oo,l],

4—z|+|-142z|=2 & 4—z4+1-22=2
& —3rx+5=2
3

o r=2=1
T3

1
Comme 1 ¢ ]—oo, 2} , 1 n’est pas une solution.



*Six€]1,4],

2
[Ad—z|+]|-1+22]/=2 & 4—z—1+2x=2
& r+3=2
& x=-1

1
Comme —1 ¢ ] R 4}, —1 n’est pas une solution.

* Six €4, 400,
[4—z|+]|—-1+22/=2 & —Ad4+zx—-14+22x=2

s 3r=7
o o=+
3

7 7
Comme 3 ¢]4, +o0[ donc 3 n’est pas solution.

‘L’ensemble des solutions de I’équation est vide‘

Exercice 2 - D’autres résolutions d’(in)équations

1. Soit x € R\ {2},

2 o 2 o
e+ lg_l(:}:v—kz 1+1S0
xr— 2 xr— 2
2
-1 _
c}x—i—m +x 2§0
T — 2
2
o2 —
x—2
-1
. @-DE+s)
xr — 2
x —00 -3 1 2 +o00
(x —1)(z+3) + 0 — 0 + +
T — 2 — — — (6] +
-1
(Gl iCh) - 0 + 0 - +
r—2

L’ensemble des solutions de I'inéquation est :

S=]—o00;-3]U[1;2].
2. (a) On a 25 <29 < 36. Par stricte croissance de la fonction racine carrée, on a :
V25 < V29 < V36 <= |5 < V29 < 6]
(b) Soit (E) l'équation /222 + z — 6 =  + 1.

Domaine de validité : il faut que 2>+ —6>0.
Le discriminant est A = 1 + 48 = 49 > 0 donc les solutions de I’équation 2z? + z — 6 = 0 sont

-1-7 —-1+7 3
. 4 v 4 2
T —00 —2 § +00
2
202 +1—6 + 0 - 0 +

Ainsi, on résout (E) sur Dg = ] —00; —2} U [37 +o00 [

Soit x € Dg,
o 1““cas:x < -2
dans ce cas, ona xz+1 <0 et /222 +x — 6 > 0. Donc x n’est pas solution.



3
e 2°cas: x> 3
La fonction carrée étant strictement croissante sur R, on a
()<= 20" +r—-6=(z+1) =222 +r-6=2"+20+1<=2"-2-T7=0.

1-+v29

Le discriminant est A =14 28 = 29 > 0 donc les solutions de I’équation sont x; = — et
1++v29
2=

1
5<V29<6e=6<14+V209<T=3< —""<

1-+v29 1—+/29 3
—3 < 0 donc —s <3

N W

[\

Donc | ’ensemble des solutions de ’équation est .S = {

1429
—

Exercice 3 - Une premiere suite

1
Pour tout entier n > 0, on pose P(n) la propriété : u, = 1
n
Initialisation
Pour n=0: ] 1
1o o0+l 1

On a bien ug =
Hérédité
Soit n € N fixé. On suppose que la propriété P(n) est vraie. On montre que P(n+1) est vraie. Par définition

IX0TT donc P(0) est vraie.

n

2u, +1
Donc par hypothése de récurrence, on a

de la suite, on a u,+1 =

1

Unp1 = 2n1—&— 1

X 1
2n+1+
1

2n+1
242n+1

2n+1
1

2n+3

Or2n+3=2(n+1)+1, donc P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion Par principe de récurrence, pour tout entier n > 0 :

1
2n+1

Up =

Probleme 1

1. Soit n € N.

Les jeunes rameaux de ’année n + 1 sont ceux produits par les rameaux adultes de 'année précédente et
il y en a deux par rameau adulte, soit 24,,. Dol J,+1 = 24,,.
Les rameaux adultes de 'année n + 1 sont les rameaux adultes de 'année précédente, soit les A,, ainsi

que les jeunes rameaux de ’année précédente qui deviennent adultes au bout d'un an, soit les J,. D’ou
An+1 = An + Jn
2. Soitn € N. On a An+2 = An+1 + Jn+1 = An+1 + 2An
3. AAl:Ao-l-JO:].7
Ay = A1 +2A0=1+2=3,
A3 =As+2A1=3+2=05,
Ay =A3+24A,=5+6=11,
As = Ag+2A3 =11+ 10 = 21.



4. (a) Soit n € N*.
Dpi1 = Api2 Ay — A2

= (An+1 + 2An)An - A721+1
= App1An +2A% — A2,
= Apt1(Ap — Apsr) + 2A$L
= An+1(_Jn) + QAEL
=Ap1(—24,-1) + 2Afl
= _Q(An-&-lAn—l - Ai)
=-2D,

(b) Pour tout n € N*, soit P(n) : D, = (-1)""12".
Initialisation : D; = AyAg — A7 =3 x 1 —12=2cet (—1)° x 2! =2 donc P(1) est vraie.
Hérédité : Soit n € N* fixé. On suppose que P(n) est vraie et on montre que P(n + 1) est vraie.
Montrons que D, 1 = (—1)"2" "1,
On a
Dn+1 = *2Dn
= —2x (=1)""'2" par hypothése de récurrence
=—-1x(-1)""!tx2x2"
— (_1)n2n+1
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N*, P(n) est vraie.

2n+1 _1 n
5. Pour tout n € N, soit P(n) : A, = #
20+1 1 0 2 1 21+1 -1 1 4—-1
Initialisation : +(=1) = _i: =1=Apet —;( ) =3 =1=A4,.

Donc P(0) et P(1) sont vraies.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies et on montre que P(n + 2) est
2n+3 + (_1)n+2

vraie. Montrons que A, o = 3

On a :
An+2 = An+1 + 2An

2n+2 + (_1>n+1 2n+1 + (_1)n

= 3 + 2 x 3 par hypothése de récurrence
_ 2n+2 + 2n+2 + (_1)n+1 + 2% (_1)n
B 3
C2x 224 (—1)(—1 4 2)
B 3
B 2n+3 + (_1)71
R —
2n+3 + (_1)n+2

Donc P(n + 2) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence double, pour tout n € N, P(n) est vraie.

Probleme 2
1. On a en langage mathématique avec des quantificateurs et des opérateurs logiques :
R < dheP, he N < 3JheH, hecPetheN
Q (VheH, heC:>(h€AetheB)>

Attention : la proposition <« h € AN B > est équivalente ¢ <« h € A et h € B > mais elle utilise une
opération sur des ensembles (l'intersection N) et non un opérateur logique (le < et >) comme demandé
par l’énoncé.



2.

3.

5.

Réécrire la proposition @ en langage mathématique a I’aide d’opérations sur des ensembles.
On a en langage mathématique avec des opérations sur des ensembles :

Q < VheC, he AnB «<— CCANB

On a en langage mathématique :

non(R) < (VhGP, non(heN)) = (VheP, h¢N) — (VhEH, h¢Pouh¢N)
non(Q) <= 3he H, non(h € C = (h € Aet h € B))

<= Jhe H, heCetnon(lhe Aet he B)

<= dheH heCet(h¢ Aouh ¢ B)

< JheC, h¢ Aouh¢B

En francais on a que la négation de R est <« Aucun échantillon d’ADN des percherons n’est porteur
du géne noir. >, et la négation de @) est < Il existe un échantillon d’ADN qui, d’une part, a
été prélevé sur un comtois et, d’autre part, n’est pas porteur du géne alezan ou n’est pas
porteur du géne bai (ou n’est pas porteur des deux génes). >

La contraposée de @) est donnée en langage mathématique par :
(\meH, non(heAetheB):>non(h€C’)) JEN (WLGH, (h¢Aouh¢B):>h§éC)

ce qui donne en francais : < Si un échantillon d’ADN n’est pas porteur du géne alezan ou n’est
pas porteur du géne bai (ou n’est pas porteur des deux génes), alors ’analyse n’a pas été
pratiquée sur un comtois. >

La réciproque de @ est donnée en langage mathématique par :
Vhe H, (he AetheB)= heC

ce qui donne en francais : < Si un échantillon d’ADN est porteur du géne alezan et du géne bai,
alors ’analyse a été pratiquée sur un comtois. >

(a) Vraie.
(b) Vraie.
(c) Fausse.
(d) Vraie.



