Fiche de calcul - Dérivation - correction

Exercice 1:

Déterminer (rapidement) I’ensemble de dérivabilité et dériver les fonctions suivantes. Déterminer les variations pour
b), c), €), g) et i).

f est un polynéme donc dérivable sur R.
C ti
(a) Correction [ 4] 4 ) _ 3645 1 1805 + 242 — 350

La fonction f est définie sur R*. La fonction f est dérivable sur R* comme la somme de

fonctions dérivables sur R*. Donc pour tout x € R*,

(b) Correction 5 6
fo) =

w27
On étudie le signe de la dérivée. On sait que pour tout z € R* :

2 6  —2z7+62° —22°(a* - 3)

/_
fa)= -t =g =g

20322 — V3)(2® +v3) 203 (x — VV3)(z + VV3)(a? + V3)

210 210

Pour tout = € R*, 2% > 0 et 2% + /3 > 0. Donc le signe de f'(z) est le méme que celui de

expression —2x3(z — ﬁ)(w + M)
T —00 _\/ﬁ 0 \/ﬁ +o00

—22° + + - -

Variations v —V3 _ _ _ 0 +

v +\/V3 - 0 + + +

f 23 23
/ 9 \ / 9 \

La fonction f est donc strictement croissante sur | —oo, —\/v/3| et sur ]0, \/V3|. Elle

est strictement décroissante sur [—\/ V3, 0[ et sur [\/ V3, +o00 [ Elle admet un maximum

2v/3 / /
\9f en \/v/3 et en —\/ /3. Notons que la fonction est paire et admet 'axe des ordonnées

pour axe de symétrie (ce qui est cohérent avec le tableau de variation).




La fonction f est définie sur 0, +o00[. C’est le produit de la fonction racine carrée dérivable
sur |0, +o00] et de la somme de la fonction cube avec la fonction inverse. La fonction inverse
est dérivable sur R* et la fonction cube est dérivable sur R. Donc leur somme est dérivable
sur R*. Donc f est dérivable sur |0, 4+o00[. Pour tout = €]0, 00| :

(©) Correction pr=- (- B)va- (24 ) 5

(3t =1\ 2 et +1) 1
— (%) (5 )
6zt +2—zt—1

2z\/x
—7zt +1
2x\/T

La fonction f est définie et dérivable sur |0, +oo[. Pour tout = €]0, 400 :

U S RAES S Gk ) i)

2x\/x 2x\/x 2x\/x

) a) )
20\/T

1 1
On remarque que pour tout = €]0, +-00[, 2zv/z > 0, 22 + — > 0 et £ + —— > 0. Donc

VT VVT

1 1
la dérivée est du signe de I'expression —7 (m — \/7> . On calcule f(\/j) ~ —1,45757.
Variations VT VT
1
x 0 = +0o0
VAT
f + 0 -
1
rol ()
\
La fonction f est strictement croissante sur ] ] et strictement décroissante sur
1

,+oo|. Elle admet un maximum en

1
[\/ﬁ N
La fonction f est définie sur R. C’est le produit de deux fonctions polyndémes dérivables
sur R, elle est donc dérivable sur R. Pour tout x € R :

44 3352) (m4 — 227 + 3) + (a:5 + 23 + 1) (4953 — 4z)

(d) Correction f'(x) = (52* 4+ 32%) (2! — 22° +3) + (2" + 2° + 1) (42° — 4z
(53:
=928 — 725 + 52* + 42° + 922 — 4z

)
Pour tout x € Dy =R\ {—} :

(e) Correction fl(x)=— 23z -F(;i I_ igzx a2

5
~ (3z+5)2



Pour tout x € Dy =R\ {—g} :

5
fl@)= ot
. 3 5)2
Variations (32 +5)
On remarque que la dérivée est strictement positive. On prend garde au fait que Dy n’est

pas un intervalle et on peut conclure que : la fonction f est strictement croissante sur

5 " 5) n
—00,—— | et sur |——,+o0].
I 3 37

9
Pour tout € Dy =R\ {—5} :

(f) Correction Fla) = 8(5x 4‘(2 1 Zggw +5)
47
(52 +9)?

9
Pour tout x € Dy =R\ {—5} :

47
@)= Grroe
Variations

On remarque que la dérivée est strictement positive. On prend garde au fait que Dy n’est

pas un intervalle et on peut conclure que : la fonction f est strictement croissante sur

) et s ) +
—00, —— ur | ——,4oo]|.
) 5 57

Pour tout € Dy = R\ {4},

(v —4) 2z — (22 +5)

/
f(aj)——5>< (SE—4)2
(g) Correction _ 5 2 -8z —5
(z —4)°
_ 5 2 —8r—5

(x —4)°



Pour tout x € Dy =R\ {4},

22 —8x—5

f/(x) = -5 X (:L' _ 4)2

Le signe de f’ est le méme que celui de la fonction polynéme du second degré p : = +—
—5(x? — 8z — 5) définie sur R. Son discriminant est A = 84 et les deux racines z; et 3

associées puisque A > 0 sont :

_8=vB o

I )

8+ /34
Lo = % =4+V21

Variations Comme le coefficient devant z? est négatif (—5 < 0), on en déduit que p(z) est positive

(h) Correction

pour = € [z1,x2] et négative sinon.

T —00 4 — /21 4 44+ 21 +00

f - 0 + + 0 -

f \ Fen) / /' flw2) \

Donc f est strictement croissante sur [4 — V21, 4] et sur 4,4 + v/21]. Elle est strictement
décroissante sur [4 4+ V21, 4+00] et sur | — 00,4 — v/21]. La fonction f admet un minimum
local en 4 — v21 et un maximum local en 4 + v/21.

Pour tout x € Dy =R\ {-2,2},

, (22 — 2) (22 — 4) — 22%(z - 2)
f'(@) = G
223 — 8x — 222 + 8 — 223 + 4x2

(a7 —4)?

222 — 8x 4 8

(a2 — 4)2
22 -4z +4)
- (z—2)%(z +2)?
o 2(2?—2)?
C(z—2)2(z+2)2

2
(z + 2)2

-2
On pouvait aussi remarquer que pour tout x € Dy, f(z) = ( x(;:)( j_ %) = f_ 5 ce qui
z—2)(x x

simplifie beaucoup le calcul de la dérivée.



(i) Correction

(J)

Variations

La fonction f est définie sur RT. Le numérateur est dérivable sur D =]0, +o0o[ comme
produit de fonctions dérivables sur D. Le numérateur est une fonction polynéme, donc
dérivable sur R. La fonction f est un quotient de fonctions dérivables sur D donc est

dérivable sur D. Pour tout = € D :
flay = L2vEE D)~y
3 (x4 1)2
_ lpVawt iy

3 (z+1)?
 layaz 43y
6 (x41)2

On vérifie en calculant le taux d’accroissement que f est dérivable en 0. Soit h € RT,

h#0:
f(h)—f(0) _ m/h vh

h " 3+ 1Dk 3(h+1)

qui tend vers 0 quand h tend vers 0. Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. Finalement f

est dérivable sur R et pour tout € R :

layz+3yz

fi() = 6 (x+1)2

(on obtient bien avec cette expression f/(0) = 0)

La fonction f est définie sur RT et est dérivable sur R*. Pour tout € R :

ey +3Va

fi(z) = 6 (x+1)2

Pour z € R™, v/ > 0, v/z > 0 et (z + 1)> > 0. On conclut que pour tout = € R*,
f'(x) < 0et £(0) = 0. Donc f est strictement décroissante sur RT et atteint en 0 un
maximum égal & 0 (qui n’est pas un maximum local).

La fonction f est définie sur ]0, +oo[. Le numérateur est une fonction polynéme donc est
dérivable sur R. Le dénominateur est le produit d’une constante par la fonction racine
carrée et est donc dérivable sur D =0, +oo[. Donc f est dérivable sur D comme produit

de fonctions dérivables sur D. Pour tout z € D :

8\/5—2(2907\/;1)

!/
fi(x) 62
8z —2(2x+1)
16z\/z
8z —4dx —2
- 16zy/x
Az —2
~ 16xy/x
22 — 1

8x\/x



(k) Correction

Variations

La fonction f est définie sur Dy = R\{0, —1}. Son dénominateur est une fonction polynome
donc dérivable sur R et s’annule en —1. Son numérateur est dérivable sur R* comme somme
de fonctions dérivables sur R*. La fonction f est le quotient de deux fonctions dérivables
sur Dy = R\ {0, —1} (son dénominateur ne s’annule pas sur Dy), donc f est dérivable sur

Dy. Pour tout x € Dy :

, T -2(3-2)
Fle) = (22 + 2)2

da+4 4
e 6+ T

T
(22 4 2)?

Az +4 — 62> + 4z
2 (2x + 2)?

—622 + 8z + 4

2220 +2)2

La fonction f est définie sur Dy = R\ {0, =1} et pour tout « € Dy :

—62? + 8z +4  2(—3z% + 4z + 2)
r2(2x +2)2  22(2z +2)2

fl(a) =

Le dénominateur étant positif pour tout € Dy, le signe de la dérivée est déterminé par
le numérateur qui est I’expression d’une fonction polynéome du second degré p définie sur
R par p(z) = 2(—322 + 4z + 2). Le discriminant associé A = 40 > 0. Donc p admet deux

racines :
449 _
o = + \/10:2 \/10%—0,387
—6 3
- —4 —2v/10 24410
2 p— pu—
—6 3

Le coefficient devant z? étant négatif (—6 < 0), p(z) est positive pour = € [21,29] et

négative sinon. Donc

x —00 1 2_7\/10 0 M +00
3 3
f - - 0 + + 0 -

flx

—+/10 2++/10
Donc f est strictement croissante sur [3, 0| et sur |0, % . Elle est stricte-
2—+/10 24410
ment décroissante sur | — oo, —1], ] -1, 3] et sur %, 400 |. Elle admet un

maximum local en et un minimum local en

2++v10 2—-+10
3 3



(1) Correction

(m) Correction

Exercice 2:

L’ensemble de définition de la fonction est Dy = R™. Le numérateur est le produit de deux
fonctions dérivables sur R™ \ {0} donc est dérivable sur RT \ {0}. Le dénominateur est
une fonction affine dérivable sur Dy. Donc f est dérivable sur R* \ {0} comme quotient de

fonctions dérivables sur D = R™* \ {0}. Donc pour tout z € D

(\/:E+ %—j?) (22 +5) — 2(z + 8)V/@
(2z +5)2

2(2z+5)x + (z48)(2z+5)  4(z4+8)z

2z 2z 2z

(22 +5)2

22z +5)x + (x +8)(2x + 5) — 4(z + 8)z
B 2y/x(22 + 5)2

422 + 102 + 222 + 212 + 40 — 422 — 32z
B 2/x(22 + 5)2
B 272 — x + 40
T 2yz(2z +5)2

Fla) =~

On vérifie en calculant le taux d’accroissement que f n’est pas dérivable en 0. Soit h € RT,

h#0:
f(h) = £(0) (h+8) Vh (h+8)

h (2h+5h (20 +5)Wh
qui ne posséde pas de limite réelle quand h tend vers 0. Donc ’ensemble de dérivabilité de
festD.

La fonction f est définie sur RT. Le numérateur est la somme de fonctions dérivables
sur D =0, +oo| (attention ce n’est pas une fonction polynome). Donc le numérateur est
dérivable sur D. Le dénominateur (qui ne s’annule pas pour z € R) est une fonction
polyndme et est donc dérivable sur R. Donc f est le quotient de fonction dérivable sur D

et est donc dérivable sur D. Pour tout z € D :

. (2x2+1)<2x—ﬁ)—4x(x2—\/5+3)
fla)=- (222 + 1)?

(202 +1) (57 ) - 5 (2 - V3 +3)
a (222 +1)2
(222 4+ 1) (4zy/z — 1) — 8zy/x (22 — /7 + 3)
2/ (222 +1)2
8x3\/w — 222 + dwy/z — 1 — 823\/7 + 822 — 24x\/x
B 2/x(222 4+ 1)2

622 — 20z — 1
2/z(222 4+ 1)2

On vérifie en calculant le taux d’accroissement que f n’est pas dérivable en 0. Soit h € RT,
h=#0:

f(h) = £(0) h*~vh+3 3  h—vh+3 3@2h*+1) 6h2+3-h+Vh-3

h T (2R +1)h R T TR n (2h2 4+ 1)h (212 4+ 1)h

f(h) — f(0)  6hvh—hvVh+1
h (2n2 + 1)Vh
qui ne posséde pas de limite réelle quand h tend vers 0. Donc I’ensemble de dérivabilité de
fest D.




On considére une fonction u inconnue dérivable et v : z — 322 + 2z — 1. On sait que la dérivée de uv est z —

2423

Correction

1922 — 162 + 1
(322 + 22 — 1)2

1
— 3327 — 122 + 9 et que celle de Lest z sur R\ {—1, 3}. Déterminer wu.
v

1
Soit z € R\ {—1, 3}
On sait que

u'(z)v(z) —v'(z)u(z)  192% — 16z + 1

v(x)? (322 4 22 — 1)?
et que
o (z)v(z) + o (2)u(z) = 2423 — 3322 — 122 + 9.
Donc :

o (z)v(z) — o (2)u(z) = 1922 — 162 + 1

Donc en faisant la différence des deux :

20’ (z)u(z) = 2423 — 5222 + 42 + 8 donc v/ (z)u(z) = 1223 — 2622 + 22 + 4.

Donc :

(62 + 2)u(z) = 1223 — 2622 + 22 + 4

Or 122% — 2622 4 22 +4 = (62 +2)(22? — 52 +2) (on trouve ceci en cherchant az? + bx + ¢
tel que 1223 — 2622 + 22 4+ 4 = (62 + 2)(az® + bz + ¢) : on développe et on identifie)
Donc s'il y a une solution u(z) = 222 — 5z + 2.

On vérifie aisément que cette fonction vérifie bien les hypothéses de I’énoncé.

Exercice 3:

On note u une fonction (dont on ne connait pas l’expression) dérivable sur un intervalle adapté. Ecrire les fonction

h suivante sous la forme f owu puis calculer la dérivée de h (on n’étudiera pas le domaine de dérivabilité)

(a)

(b)

(d)

(e)

(f)

(2)

h=a

On prend f(z) = v/x et on a bien h(z) = f(u(x)) = \/@ W (z) = WD)
Correction ()
2¢/u(z)

h = 3u"t?

Correction On prend f(z) = 32z""2. Alors I/ (z) = 3(n + 2)(u(z))" /() = 3(n + 2)u/(z) (u(x))"

1

Correction On prend f(z) = e
n(z

. Alors W (z) = — =—

5
== —5u"
u’ Y

Correction On prend f(z) = 5z~". Alors h'(z) = —35u/(x)(u(x))™®

h=+1+u?

. _ _ 2u(@)u(z) _ u(z)u(z)
Correction [ ] On prend f(x) = V1 + 2% Alors H/(x) = 2/ T+u@@)?  I+u(@)?
h:x— e\/m

Sur cet exemple on ne peut pas trouver f tel que demandé par I’énoncé. Par contre on

. /
Correction peut calculer la dérivée : h'(x) = eVu@+att U () +1
2/u(x)+z+1

5
h:WpOUI'TLEN

o _ 52773, Alors b (x) = 5(—n — 3)u/(z) (u(x)) "L

Correction On prend f(z) = 3 =
T



(h) h=6u""2 pour n € N, n > 4.
Correction On prend f(z) = 62""3. Alors h'(z) = 6(n — 3)u (z) (u(z))" .
Exercice 4:

Dériver (on n’étudiera pas le domaine de dérivabilité)

(a) h:x— Va2 +3x+1

On reconnait la composée d’un polynéme z — z2+3z+1 par une racine carrée. La fonction
. . . 1
"la plus & I'extérieur" est la racine carrée. La dérivée de x — /= est ——. Donc :

2Vx

i 1
Correction b (z) = SN X ( la dérivée de = — % 4 3z + 1)
Ve + 3T+

B 2r+ 3
2vVa? + 3z +1

(b) h:z—In(Vz+1+2x)

On reconnait la composée de x — vz + 1 + 2z par la fonction In. La fonction "la plus
1

a lextérieur" est la fonction In. La dérivée de x — In(z) est —. On peut remarquer que
x

z +— vz + 1 est encore une composée. Donc :

1

4 = X
(:C) vr+1+ 2z
1

( la dérivée de x — Vo + 1+ 2:13)

1

. = %12 4+ —
Correction VI+1+ 2z ( 2/ + 1
1

1
=— X [ 24+ ———=x1
ve+142x < 2vr +1 >

1
(2+am)
v+ 1+ 2z

x (la dérivée de = — x + 1))

(c) h:xw— —6 (ﬁ+2x+3x2)8
La fonction la plus a 'extérieur est  — —62°. Donc :

. 1
Correction h'(:v) = 48 (\/5 + 2x + 3532)7 <2\/5 + 2+ 6x>

20+ 1
e5:ﬂ+7 +2

On repére un quotient et au dénominateur une fonction composée = +— €7 dont la

(d) h:z—

fonction la plus & Pextérieur est I'exponentielle. Sa dérivée est  — 577, On en déduit

la dérivée de h

Correction
-l ) — 2(e5 T +2) — 5P (20 +1) 4 — €57 (102 + 3)
(z) = (5717 1 2)2 T (BT 1 2)2

(e) h:me



Deux fagons de réfléchir.
Soit on voit que h(z) =5 (2x3 + 3x) e repére une fonction composée dont la fonction

la plus & l'extérieur est z — 5z~ 4. Donc :

~20(62” 4 3)

/ _ 3 -5 2 _

o " Soit on applique la dérivée d’un quotient avec au dénominateur la composée x +—> (2:U3 +
orrection
33:)4 dont la fonction la plus a lextérieur est z — z*. Ce qui nous donne la dérivée du
dénominateur x +— 4(22° + 3x)% x (62 + 3). D’ou

5 x 4(22° 4 32)%(62* +3) 2062 + 3)

hz) = (223 + 37)8 ~ (223 1 32)

On retrouve bien le méme résultat. La transformation faite dans le premier choix est

intéressante lorsqu’on désire primitiver.

() hilen(M+(m4+7$+€x)4)

L’exemple est un peu plus compliqué puisque on repére une fonction composée. La fonction
la plus & l'extérieur est la fonction In. Dans ces arguments on repére deux fonctions com-
posées g1 : & — VT +2 et go 1 & — (2% 4 Tz 4 €)*. Dérivons d’abord ces deux fonctions.

Pour la premiére on trouve :

1 1
= X 1= ——
2Vx + 2 2vx + 2

g1 ()

Pour go la fonction la plus a Iextérieur est la fonction z — z* donc :

Correction

gh(x) = 4(xt + Tz 4 )3 (42 + 7+ €°)

1 1
x) = X +
Vi +2+ (2t + Tz + e¥)? <2\/az+2
- s T 4da® + T+ et) (@t + To + et)’
Vi +24 (2t + Tz + er)d

Aat + Tz +e®)3(4a® + 7 + e’”))

(g) h:xw— \/ln(2x2 +3) + eVatHL
L’exemple est similaire au précédent. La fonction la plus a 'extérieur est la fonction racine
carrée. On introduit les deux fonctions composées : g1 : = +—> ln(2av2 +3)et g2z —
eVt Remarquons que go est la composée de 'exponentielle et la fonction composée

T VaZ+1.

1 4x
() = X dp = —
() 222+ 3 T 92 +3
Correction » e » VT
T)=c¢e = ——
2 WrZ 1 22 11
donc :
! 4z + zeVel+l
W(x) = — 28 Ve
2\/1n(2:c2 +3) + evaitl

Exercice 5:

Déterminer 'ensemble de dérivabilité et dériver



(a) Correction

(b) Correction

(c¢) Correction

(d) Correction

(e) Correction

2+
La fonction f est la composée de la fonction % et par la fonction racine carrée dérivable

x
sur R

2+
2

Donc, par composition, f est dérivable en x € R si > 0. Or 1+ 2% > 0 pour tout

1+2x
2+x

z € R donc 5

zeD

T > 0 < x> —2. Donc f est dérivable sur D = |—2, +o00[ et pour tout
x

142 —dz—227 1 1 — 4z — a2

R PN e RSO N (o leR

La fonction est définie sur R\ {2}.
+Z.x—|—520<:>x2—Setx—220<:>xZQ.Al’aided’un

Etudions le signe de

tableau de signe, on conclue que

)
* 5 > 0 pour = €] — 00, —5]UJ2, +00[ et négative stricte

sinon. L5
x
45 P si x €] — 00, —5|UJ2, +00[
fraxw— o 2‘ = e 5 La fonction valeur absolue étant
— fz S1mon

dérivable sur R*, par composition f est dérivable sur R\ {5, 2}.

3
——v5 sl @ €] — 00, —5]U]2, +00]
() = @)

La fonction In est dérivable sur R} et la fonction x — 2® — 5 est dérivable sur R.
Par composition f est dérivable en 2 € R si 22 =5 > 0 donc si ¢ € D =] —
00, —V/5[UJV5, +o0].

Donc pour tout z € D :

, 2z
fix) = 22 _5
Attention on ne peut pas faire la simplification suivante : z In((z + 2)?) = 2z In(x + 2) car
x + 2 peut étre négatif.
On fait attention ici la fonction est définie sur R\ {—2} puisque la fonction In est définie
sur R\ {—2} et que (z +2)? > 0 et s’annule en —2.
Par composition z + In((z 4 2)?) est dérivable sur R\ {—2}
Par produit la fonction f est dérivable sur D = R\ {—2}

Pour tout z € D :
2z(x + 2)

/
fl@) =tne+2)%) +
La fonction racine carrée est dérivable sur R} .
La fonction In est dérivable sur R} .
La fonction x — x + 5 est dérivable sur R
Par composition la fonction = +— In(z + 5) est dérivable si @ > —5.
Par composition la fonction f est dérivable si z > —5 et In(x +5) > 0
In(z+5) >0 z+5>1 2> —4.
Donc la fonction f est dérivable sur D =| — 4, +00[.

Pour tout z € D :
1 1

= X
2/In(z +5) =+5

f'(x)



(f) Correction

(g) Correction

Exercice 6:

f est la somme de deux fonctions.

La fonction racine carrée est dérivable sur R} donc par composition z — v/3x + 2 est
dérivable en x si 3z + 2 > 0 donc si z > _7
La fonction In est dérivable sur R;” donc par composition = + In(4z + 3) est dérivable en

:csi4x—|—3>0doncsi:r>—j3.

2 —
Comme quotient x — lnﬂfx—if?)) est dérivable en z si z > 73 et In(4x 4+ 3) #0

1
In(4z + 3) :0<:>4x—|—3:1<:>:z:—§

1

Donc la fonction f est dérivable sur D = ] —Z, 400 [\ {—2}
Pour tout x € D :

2In(4x + 3) — 52

f,(l") _ 3 + ( ) 4236-1-3
2v/3x + 2 (In(4x + 3))
3 2In(4x + 3)(4x + 3) — (8= + 20)

T OBt (dw+3)(n(dr 13)?

La fonction f est le produit de deux fonctions.
Pour tout z € R 222 + 5 > 0 donc par composition z — /222 + 5 est dérivable sur R (la
fonction racine carrée étant dérivable sur R;).

La fonction exponentielle est dérivable sur R et z — 6x + 2 aussi donc par composition

6x+2

T e est dérivable sur R.

Par produit f est dérivable sur R :

Pour tout x € R
/( ) 2€6$+2 6 6x+2 2 2 5
r) = ———= +0e x4+
/ 222 +5

En utilisant une fonction :

(a) Correction

(b) Correction

On étudie la fonction f : 2 — x — 2In(x) qui est définie et dérivable sur R}

2 T —2
Pour tout z € ]Rj, f’(x) =1-- = . qui est strictement positive pour x > 2 et

strictement négative pour 0 < x < 2.

Donc f est strictement décroissante sur ]0,2] et strictement croissante sur [2,4+oo[. Or
2—-2In(2) = 2(1 —1In(2)) = 2(In(e) —In(2)). Or e > 2 donc 1 > In(2) car la fonction In est
strictement croissante sur R

Donc pour tout x € R} z — 2In(z) > f(2) > 0. D’out 'inégalité de I’énoncé

On étudie la fonction f: x — x — 1+ e *, définie et dérivable sur R.

Pour tout z € R, f'(z) =1—¢e ",

Orl—e®>0<1>e % 0> —x car In est strictement croissante sur R} .

Donc la fonction f est strictement croissante sur RT et strictement croissante sur R~
Or f(0) = 0. Donc pour tout x € R, z — 1+ e * > 0. D’ou I'inégalité de 1'énoncé.



(c) Correction

(d) Correction

2z
On étudie deux fonctions f : z — x —sin(z) et g : x + sin(z) — —.
™

Ces deux fonctions sont dérivables sur I = [ ) g}

Pour tout x € I,

f'(z) =1—cos(z) >0 et g'(z) = cos(x) — %

Comme f(0) = 0 et f strictement croissante sur I alors pour tout x € [0, g} f(z) >0
donc sin(z) < z.

La fonction ¢’ est dérivable sur I et pour tout = € I,

g’ (x) = —sin(z). Sur I le sinus étant positif, pour tout = € I ¢"(z) <O0.
2 2

Donc g’ est décroissante sur I. ¢’(0) =1— = >0 et ¢’ (g) - —<0.
T v

D’aprés le théoréme de la bijection ile existe un unique a € I tel que g’'(a) = 0 et pour

p T
tout z € [0, [, g'(z) > 0 et pour tout = € }04, 5 [
T
Donc g est strictement croissante sur [0, o] et strictement décroissante sur [a, 5}
T
Org(0)=0etg (§> =0.
Donc (on peut dessiner le tableau de variation de g) pour tout = € I, g(x) > 0

2
Donc pour tout z € I, sin(z) > —=x
™

0 est solution. En effet 20 =1 > 02
Soit n € N*

La fonction In étant strictement croissante sur R}, 2" > 0 et n? > 0.

In(2) _1
2" >n? & nin(2) > 2In(n) & né) > In(n)

oon
1
n(z) sur I = [1, +o0].

x
La fonction est dérivable sur I et pour tout x € I,

Etudions la fonction f : x +—

1 —In(x)
=—>

f'(x)
Etl—-In(z)>0&1>In(x) <e>x

Donc f croit sur [1, €] et décroit sur [e, +ool.

X

Donc l'inégalité est vraie pour 1 et 2.

Calculons f(4) = ZIHT@) = lnéQ)

Les variations de la fonction implique que :
f(3)> f(4).
Et pour tout n >4, f(n) < f(4) = f(2).

Donc I'inégalité est vraie pour tout n € N sauf pour n = 3.



