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Nombres complexes

I. Manipulation de la forme algébrique

Exercice 1 Déterminer la forme algébrique des complexes suivants:

1o2(1+14)4i(2 —1) . 13 13. (1—iv2)?

2. V2 (1—1i)+2v2i (1+1) L ,
V2 (1 1 1 1+iV3 14. (2+1¢)

3.2<2+2i>2(2i+1) o, LI 372

4. (1+1) (3 +2i) o, 2= (6+2) 15. (1+14)?

5. Q\fﬂf) (31‘\[*\/5) 3—4i 16, (V3 — i)t

=z

<2f—z> (V3-iv2) H (2i1+4) 17. (1+7)°

—— 4
1+ 3 1
7. 12. 18. | —— | .
2\/5—2 (142') (1+j>

Exercice 2 Pour tout n € N, donner la forme algébrique de : i® + "1 4 jn 2 4 jn+3

II. Formes algébrique, trigonométrique et exponentielle

Exercice 3 Donner le module et un argument des complexes suivants:

1.2-2 5 (1+iv3)* 8. Pourae}—g,g[, sin o + i cos
: — )5
2. —1+iV3 (1=4)
.\ 6

1 \5 ™ .
3. (—1—|— 6. (1+7) 9. Pourae}—f,f[,l—i—ztana.

7) 3
A (V3 +1)? . 1\
BERIE 155/ 10. Vn €N, 2, = (=1)" +i+/3.

Exercice 4 Ecrire les nombres complexes suivants sous forme exponentielle:
1.2y =1+1 9 z2_\/§+i 3. z; = ¢'5 +¢'% 4, 29=1—¢"
B

Exercice 5 Ecrire les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique :

)27 . LT

1. 2 = €'5 —¢'% 1+ e'% 3. 2 = (1+ei% 4. z1=1+1i¢e's

2. 9 = T
2 — el 12
EXGI‘Cice 6 Calculer .

1. (1—i)20 2. (1—iv3)7 3. (1+iv3)°

Exercice 7 On considére le nombre complexe z = \/2 —V3- i\/Q +/3.
Calculer 22 et en déduire module et argument de z.

1+vV2+i
1+v2—i

Exercice 8 On considére le nombre complexe z =

1. Calculer |z|
2. Donner la forme algébrique de z

3. Calculer 22022

Exercice 9 Trouver tous les entiers n € N tels que (1 + 4v/3)" soit un réel positif.
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ITI. Nombres complexes et trigonomeétrie
Exercice 10 Soient les complexes z; =1 — ivV3et zg=—1—1i.
1. Donner la forme algébrique de 2y
22
2. Mettre 2 sous forme trigonométrique.
z22
5 5
3. En déduire cos % et sin %
Exercice 11 Onposea=1+iet b= V3 —i.
1. Déterminer le module et un argument de a, b et ab.
Trouver la forme algébrique de ab.
2. En déduire les valeurs exactes de cos 112 et sin %
7 7
En déduire les valeurs exactes de cos 1—7; et sin l—g
Exercice 12 : Formules trigonométriques.
Pour tous p,q € R, en remarquant que cosp + cos ¢ = Re(e? + €i?), retrouver la formule trigonométrique:
cosp + cosq = 2cos(p ; q) cos(l%)
Exercice 13 Résoudre dans R: sinx + sin(2x) + sin(3z) = 0.
On remarquera que sin(kz) = Im(e**®)
Exercice 14 Résoudre dans R:
1. cos(2z) — V3 sin(2z) = —v2 2. —V2cos(z) + V2 sin(z) = 1
Exercice 15 Soit A € R, on considére I’équation v/3cosz —sinz = .
1. Pour quelles valeurs de A cette équation a-t-elle des solutions dans R?
2. Déterminer toutes les solutions de 1’équation lorsque A = /2.
Exercice 16 Résoudre dans R:
1. sinz — cosx > 1 2. —sin(3z) + V3 cos(3z) < 1
I'V. Résolution d’équations
Exercice 17 Exprimer le terme général en fonction de n: wo =1lywy =1
Vn € N, wp 2 = Wny1 — Wy
1
Uy = 2, Uy = <
Exercice 18 Exprimer le terme général en fonction de n: 2 V3 1
Vn € NytUpio = ——Uny1 — ~ Up
2 4
Exercice 19 Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants: z; = 15 — 8i et 20 = 8 — 64.
Exercice 20 Résoudre dans C:
L2 oy 3. 321213 6. 2% —Z+1=0.
4 z+1
4. 22 =2i2—1+2i=0
1
2. (1+d)22=(2—1i)z 5.224i=z+1 7. 24— = 2cosf, avec § €]0, 7

Exercice 21 Résoudre dans C:
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4 2 _ zZ—21 . 2
z—1 z—1
on donnera les solutions sous
2. 2iZz—i=2(Z—-5)+1 forme algébrique.

V. Calcul de sommes trigonométriques
Exercice 22 Pour tous n € N et z € R, calculer Z cos(kz) et Z sin(kx).
k=0 k=0

Exercice 23 Vn € N, Vx € R, calculer les sommes:

n

Sa(@) =Y (Z) cos(kz) et Tp(z) = 1:0 (Z) sin(kz)

k=0

Exercice 24 Pour tout entier n, on considére la somme:

Q

os(kx)
cos )k

Sp(z) = Z

k=0

n

—~

1. Pour quels z, S,, est-elle bien définie?

2. Calculer alors S, ().

Exercice 25 :

1. Soit n € N*. Etablir que:

n—1 )
. _sin”(nx)
Yz €]0, 7|, kE:O sin((2k + 1)z) = —mz

2. En déduire les solutions dans ]0, [ de I’équation:

sinx + sin(3x) — sin(4z) + sin(5z) + sin(7z) = 0.
Exercice 26 Calculer les sommes: (z € R)
C= ZCOS2(]€1') et S = ZsinQ(kx).
k=0 k=0
on pourra calculer C 4+ S et C — S.

VI. Une somme double

in 2 2
Exercice 27 Pour tout n € N*, on pose: w = e* = cos (W) + 7sin (ﬂ->
n n
n—1
On veut calculer: S, = Z(l + Wk,
k=0

1. Montrer que : V£ € [0,n], w' =1 < (€ {0,n}.

2. En utilisant la formule du binéme, montrer que

3. En déduire la valeur de S,,.



