Equations différentielles linéaires

BCPST 1C — Mme MOREL

1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

1.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants

Définition 1 :
(1) On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants une équation du type:

(E) ay'(x) + by(z) = f(x) Vo € I, ou

eabeR,

e [ est une fonction continue sur un intervalle I de R, et est appelée second membre de (E).
e y: I — R est une fonction dérivable sur I et est appelée inconnue de (E).

(2) On dit que y est solution de (E) ssi y satisfait (E), i. e. y est dérivable sur I et

Vo eI, ay'(z) + by(x) = f(z).

Résoudre (E) c’est trouver TOUTES les solutions de (E) sur I.

(3) On appelle équation homogeéne associée a (E) l’équation (E) sans second membre:

(H) ay'(x) + by(x) =0Vz € 1.

Remarque 1 : Explications du vocabulaire.

(1) Premier ordre: cette équation ne fait intervenir que la dérivée premiére de la fonction inconnue.

(2) Linéaire: siy; et yo sont deux solutions de (H) alors toute combinaison linéaire de y1,y2 est une solution de (H), i.e.
VA1, A2 € R, A1y1 + A2ye est une solution de (H).

(3) coefficients constants: car a et b sont des réels ou des fonctions constantes sur I.

Remarque 2 Pour éviter des notations trop lourdes, on peut ne pas écrire la variable x dans (E), soit:

(E) ay +by=7f.

Exemple 1 :
(D) y +2y=-1
(2)y =3y =
By +ty==
4y +y=-2e"

Remarque 3 Dans cette partie, on suppose

En effet, si a =0, (F) <= by = f, et la résolution est aisée.

POINT METHODE 1 : résolution de (E) en trois étapes.
1. On calcule TOUTES les solutions de ’équation homogéne associée (H).
2. On exhibe UNE solution particuliére de (E).

3. Synthése: TOUTES les solutions de (E) sont de la forme: solution de (H)+ solution particuliére.

1.1.1 Reésolution de I’équation homogéne associée
On rappelle que I’équation homogene associée a (E) est:
(H) ay +by=0.

Proposition 1 On note Sg ensemble des solutions de (H), donc:

Sir = {:c s Ke 8% K € R}




Preuve: (par double inclusion)
Pour tout réel K, on note gx(x) = Ke_gx, Vo € I. Montrons que gx € Sp, i.e gk est solution de (H).

Done gx satisfait (H). Conclusion: {x s Ke 8% K € R} c Su.
Réciproquement, soit y une solution de (H).

Posons g(z) = y(x)e%x, Va € I. Montrons que g est constante sur I:

Donc g est constante sur I: il existe K € R tel que Vz € I, g(z) = K et y(z) = Ke a®,
Conclusion: Sy C {J; — Ke_gr,K € ]R}

Exemple 2 :
1Dy +2y=-1
(2)y —3y=2

1.1.2 Solution particuliére de (E)

On cherche une fonction y solution de (E).

Si f est constante: on regarde si (E) a une solution "évidente”, i.e. constante.

En effet, si y est constante sur I alors ¢y = 0 donc si y est solution de (E), by = f et on peut récupérer une solution
particuliére.

exemple: y' + 2y = —1.

Si f n’est pas constante?
Cette technique ne permet pas toujours d’obtenir une solution particuliére, notamment quand les coefficients a et b ou le
second membre f ne sont pas constants sur I. Dans ce cas, on utilise la méthode de la variation de la constante.

Exemple 3 ¢ +y = z.
Il faut aussi penser a bien lire le sujet en entier car, parfois, une solution particuliére est donnée dans 1’énoncé!

CAPACITE EXIGIBLE 1 : méthode de la variation de la constante.
Cette méthode permet TOUJOURS de déterminer une solution particuliére quelle que soit 1’équation différentielle du premier
ordre considérée.

Exemple 4 ¢y +y = x.



1. On fait varier la constante dans les solutions de (H):
(il faut donc savoir résoudre (H)!!)

On rappelle que les solutions de (H) : ay’ + by = 0 sont de la forme: y(x) = Ce % Yz el.
On cherche alors une solution particuliére de (E) sous la forme:

yo(x) = C’(:z:)e*%“", ot C' est une fonction dérivable sur I.

Le but est donc de déterminer cette fonction C'.

Reprise de l'exemple 3:
Les solutions de (H) sont de la forme: y(z) = , Vo € R.
Sous quelle forme cherche-t-on une solution particuliére?

2. Utiliser que y, est une SOLUTION de (E):
Ce calcul est savoir refaire (et non a apprendre par coeur!): yo est solution de (E) ssi

ay, +byo = f <= al )—l—bC’(x)e*%:” = f(x)
F@) ba

ea
a

= (aC'(z) +bC(x) — bC(2)) e~ a" = f(z) < aC'(z) = f(x)es® < C'(z) =

Moyen d’auto-correction: les termes en C(x) doivent s’annuler!! Si ce n’est pas le cas, c’est que vos calculs sont faux...

Reprise de I'exemple 3: exprimer C’(z).

3. Déterminer une primitive de C:
Puisqu’on connait sa dérivée C’ par le calcul précédent, il reste & effectuer un calcul de primitive pour déterminer C.

Remarque 4 Une seule primitive suffit (donc pas de constante!) puisqu’on ne cherche quUNE SEULE solution
particuliére.

Reprise de 'exemple 3:

Remarque 5 : principe de superposition.
Si (E) est de la forme: ay’ + by = fi(x) + fa(x) + ...+ fu(x), ol pour tout i = 1,...,n, les fonctions f; sont continues sur
I, alors:

si y1 est une solution particuliére de ay’ 4+ by = f1(x),

si y2 est une solution particuliere de ay’ + by = fa(x),

si ¥, est une solution particuliere de ay’ + by = f,, (),
alors y; + y2 + ... + Y, est une solution particuliere de (E) : ay’ + by = f1(z) + fo(x) + ... + fu(2x).
Preuve: (c’est le mot "linéaire" qui revient)
On prend n = 2 pour bien comprendre l'idée. Donc (E) : ay’ + by = f1(z) + fa(z), et soient y; (resp. y») une solution
particuliére de ay’ + by = f1(z) (vesp. ay’ + by = fa(x)). Alors:
Y1 + yo est sur [ et

a(yr +y2)" +b(y1 + y2) =

regrouper yi regrouper ys

=fi+ f2.

Donc y; + yo est solution de (E).



x

Exemple 5 ¢/ +y =2 — 2e%.

1.1.3 Synthése: solutions de (FE)

Proposition 2 Toute solutiony de (E) : ay’ +by = f sur I est la somme d’une solution particuliére de (E) et d’une solution
de ’équation homogéne associée (H) : ay’ + by = 0.
En d’autres termes, notant Sg ’ensemble des solutions de (E) et yo une solution particuliére de (E):

Sg = {yo + yu/yn solution de (H)} = {x — yo(z) + Ce % C e R} .

Preuve:
Soient yo une solution particuliére de (F) et yg = Ke " une solution de (H). (K €eR)
Montrons que yo + yu € Sg, i.e yo + yu est solution de (F).

Donc (yo + yu) € Sg et {x — yo(x) +Ke_57”,K S ]R} C Sg.

Réciproquement, soit y solution de (E).
Soit yo une solution particuliére de (E). Peut-on toujours en déterminer une?

On pose alors: yg = y — yo. Montrons que yg est solution de (H).

Donc yy est solution de (H), donc y(z) = yo(x) + yu(x) = yo(z) + Ke™«*. Donc Sg C {:lc — yo(x) + Ke «* K € R}.

Exemple 6 Terminer la résolution des équations différentielles: ' +2y = —lety +y=z ety +y =2 — 2e~%.

1.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients non constants
Dans cette partie, on s’intéresse a résoudre des équations différentielles du type:
(E) y'(z) + b(x)y(x) = f(z) Vz € I, on

e b, f sont des fonctions continues sur un intervalle I de R, & valeurs dans R.
e y: I — R est une fonction dérivable sur I.



Exemple 7 ¢ +zy ==z

1.2.1 Reésolution de I’équation homogéne

Equation homogeéne associée a (E):
(H) o' (x) + b(x)y(x) = 0.

Proposition 8 On note Sy ’ensemble des solutions de (H), donc:

Sy = {x — Ce B O ¢ R} ou B est une primitive de b sur I.

Preuve:
x Justifier I’existence de B:

Notons y(z) = Ce B, pour tout € I. B est dérivable sur I (car ) donc y est dérivable sur I et
y(z)=...

Donc ¢/(z) + b(z) y(z) = ...

et y est bien solution de (H).

Soit i une solution de (H). Posons z(z) = y(z) e®® pour tout x € I. z est dérivable sur I, et:
2(x)="...

Donc z est constante sur I: il existe C' € R tel que z(z) = C, donc y(z) = ...

Reprise de ’exemple 6:

1.2.2 Recherche d’une solution particuliére de (FE)

Reprise de ’exemple 6: solution particuliére constante?

Exemple 8 3/ — 2y = 22e”" /2. Solution particuliére constante?

CAPACITE EXIGIBLE 2 : Méthode de la variation de la constante.

1. On fait varier la constante dans les solutions de (H):
(H) vy —xy=0. Résoudre (H):

On cherche donc une solution particuliére sous la forme:

2. Utiliser que yo (solution particuliére) est une SOLUTION de (E):
Yo est solution dze FE ssi pour tout = € R,
yh — xyo = 2we® /2 = ...

Donc C'(z) = ...

3. Déterminer une primitive de C”:




1.2.3 Synthése

Proposition 4 Toute solution y de (F) : y'(z) + b(z)y(x) = f(z) sur I est la somme d’une solution particuliere de (E) et
d’une solution de ’équation homogéne associée (H) :y' + b(z)y = 0.
En d’autres termes, notant Sg ’ensemble des solutions de (E) et yo une solution particuliére de (E):

Sg = {yo + yu/ym solution de (H)} = {x — yo(z) + Ce B@ C e ]R} .

Preuve:
* Soit yo une solution particuliére de (E) et yg une solution de (H). Posons y = yo + yg. Alors y est dérivable sur I et:

y' (@) +b(z)y(z) = ...

Donc y est solution de F.

* Réciproquement, soit y une solution de (F). Posons yg = y — yo, oU yo est une solution particuliére de (E).

Alors yiy(z) + b(x) yu(x) = ...

Donc yg est solution de (H) et donc y s’écrit comme la somme d’une solution de (H) et d’une solution particuliére de (FE).

(]
Remarque 6 Le principe de superposition est encore valable.

Exercice 1 : ,
(1) ¥ — zy = 2z + 2ze® /2.
(2) ¥’ + (tanz)y = cosx + sin(2z) sur ]fg, g [



2 Equations différentielles linéaires du deuxiéme ordre & coefficients constants

2.1 Définition

Définition 2 :
(1) On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants une équation du type:

(E) ay” (x) + by’ () + cy(z) = f(z) Vo € I, ou

e a,bceR, avec a # 0.

e [ est une fonction continue sur un intervalle I de R, et est appelée second membre de (E).
e y: I — R est une fonction deuz-fois dérivable sur I et est appelée inconnue de (E).

(2) On dit que y est solution de (F) ssiy satisfait (E), i. e. y est deua-fois dérivable sur I et
Vo €I, ay”(x) + by (x) + cy(x) = f(x).

Résoudre (E) c¢’est trouver TOUTES les solutions de (E) sur I.

(8) On appelle équation homogeéne associée a (F) l’équation (E) sans second membre:

(H) ay”"(z) + by (x) + cy(z) =0Vz € I.
Remarque 7 Pour éviter des notations trop lourdes, on peut ne pas écrire la variable x dans (E), soit:
(B)  ay’+by +cey=f.

Exemple 9 :
(1) y// _ y/ o 2y — 6205
() v"+2 +y=4x
3) y" +y=cosz
2.2 Résolution de (F)

La méthode de résolution de (F) reste la méme que pour le premier ordre mais les calculs changent:
POINT METHODE 2 : résolution de (F) en trois étapes.

1. On calcule TOUTES les solutions de ’équation homogéne associée (H).

2. On exhibe UNE solution particuliére de (E).
La méthode de la variation de la constante n’est pas au programme pour le second ordre. On se limitera donc aux cas
ol: f est constante; f(x) = P(x)e™*, avec P un polynome et m € R; f(z) = sin(w z); f(z) = cos(w ).

3. Synthése: TOUTES les solutions de (E) sont de la forme: solution de (H)+ solution particuliére.

2.2.1 Résolution de (H) (premier semestre)
On rappelle que I’équation homogene associée a (E) est:

(H)  ay’(z)+by'(x) +cy(z) =0Vz e 1.
Définition 8 On appelle équation caractéristique associée a (H) l’équation:

ar’ +br+c¢=0.

Proposition 5 On note Sy l’ensemble des solutions de (H) et A = b* — 4ac le discriminant de I’équation caractéristique.
(1) si A > 0: on note 1 et ro les deux racines réelles de l’équation caractéristique. Alors:

Si = {z = A\e"" 4 Ae™", (A1, A2) € R?}

(2) si A =0: on note r la racine double de l’équation caractéristique. Alors:

Sy = {z = (A4 px)e™, (A, p) € R?}

(8) si A < 0: on note z1 et zo les deux racines complexes conjuguées de l'équation caractéristique.
On note z1 = a +iw et z9 = Zz] = a — iw, alors:

Sy = {z + (A1 cos(wz) + Ao sin(wz))e™, (A1, A2) € R?}

Remarque 8 Ces résultats doivent vous rappeler quelquechose...



Exemple 10 :
(D) (H)  y' -y —2y=0.

Equation caractéristique: 2 —r —2 =0 (avec A = 9 > 0). Donc deux racines réelles: 7 = —1 et ro, = 2, donc les solutions
de (H) sont de la forme:

yr(x) =

- @2@H) Y+ +y=0.

Equation caractéristique: 72 +2r+1=0 <= (...... )2 = 0. Donc une racine double: 7 =...... , donc les solutions de (H)
sont de la forme:

yr(z) =

)y y=o.

Equation caractéristique: 72 4+ 1 =0 (avec A = —4 < 0). Donc deux racines complexes conjuguées: r; =i et ro = —i, donc
les solutions de (H) sont de la forme:

yr(z) =

2.2.2 Solution particuliére de (E)

e Si f est constante

On regarde si (E) a une solution "évidente”, i.e. constante.

En effet, si y est constante sur I alors y” = 0 et ¢y’ = 0 donc si y est solution de (E), cy = f et on peut récupérer une solution
particuliére.

Exemple 11 ¢/ — ¢y —2y=1;9" +2y +y=0;¢" +y =2

e Si f(z) = P(x)e™*, ot P est un polyndéme et m un réel.
On cherche une solution particuliére sous la forme:

ou R est un polynoéme & déterminer et vérifiant:
(1) si m n’est pas racine de I’équation caractéristique alors deg R = deg P.
(2) si m est racine simple de I'équation caractéristique alors deg R = deg P + 1.
(3) si m est racine double de ’équation caractéristique alors deg R = deg P + 2.

POINT METHODE 3 : détermination de R.
On utilise que yo est solution de (E) et l'identification des coefficients des polynomes.

Exemple 12 :
W (E) ¢~y —2y=e*
Equation caractéristique: r2 —r —2 = 0, donc 2 est racine simple de I’équation caractéristique, donc on cherche une solution
particuliére sous la forme:
yo(x) = (a + bx) e®®.

Justifier:

Yo est solution de (E) ssi Vz € R:
Yo — o — 2yo = €27 — ...

1
Donc il suffit de choisir b = 3 et a = 0 pour avoir une solution particuliére: | yo(z) = 3 ve




(2) (E) y" + 2y +y = dx = 4ae®.
Equation caractéristique: 72 4+ 2r +1 = 0, donc 0 est n’est pas racine de I’équation caractéristique, donc on cherche une
solution particuliére sous la forme:

yo(z) = a+bx.

Justifier:

Yo est solution de (E) ssi Va € R:

Yo + 2y, +yo = dr =
DEE B
b=

Dongc il suffit de choisir pour avoir une solution particuliére: ...

e Si f(x) =sin(wx) ou f(x) = cos(wx)
On cherche une solution particuliére sous la forme:

yo(z) = Asin(wx) 4+ pcos(w x) ou yo(z) = Az sin(w ) + px cos(w x) .

Exemple 13 :

(1) y"+y =coszx.
On cherchera une solution particuliére sous la forme: yo(z) = a z sin(x).
yo est solution de I’équation ssi: Va € R,

Donc on prend a = ... et une solution particuliére est | yp = 5% sin x

(2) ¥ +y = sin(22)
On cherchera une solution particuliére sous la forme: yo(z) = « sin(2z).
1o est solution de I’équation ssi: Vz € R,

Yl + yo = sin(22) <=
=

1
Donc on prend o = ... et une solution particuliére est |yo = -3 sin(2x)

2.2.3 Synthése: solutions de (F)

Proposition 6 (admise):

Toute solution y de (E) : ay” + by + cy = f sur I est la somme d’une solution particuliere de (E) et d’une solution de
léquation homogéne associée (H) : ay” + by’ + cy = 0.

En d’autres termes, notant Sg ’ensemble des solutions de (E) et yo une solution particuliére de (E):

Sg = {yo +yu/ym solution de (H)}.

Exemple 14 : synthése des résultats précédents.
() y" =y =2y =e*.

(2) ¥y +2y+y =4z



Exemple 15 y” 4+ y = cosx + sin(2x)
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