Matrices

BCPST 1C — Mme MOREL

Dans ce chapitre, K désigne R ou C. Les éléments de K sont appelés les scalaires.

1 Définitions

1.1 Ensemble M,,(K), n,p € N*

Définition 1 :
On appelle matrice de taille n,p & coefficients dans K la donnée de n X p scalaires a;5, ¢ € [1,n], j € [1,p],
représentés sous forme d’un tableau a n lignes et p colonnes:

a1 e a1y SN a1p
A= a;1 cee Gy e Qgp
p1  --+- QApj ... QGpp

L’ensemble des matrices taille n,p a coefficients dans K est noté | My, (K)

Pour toute matrice A € My, (K), on note aussi| A = (aij) 1<i<n
1<j<p

Exemple 1
1 5 6
-2 7 0 -1 0 =2
A‘(elg In2 —1>e """ B=1 10 11 12 |€
1 1 -3
3 4

Définition 2 Soit A € M,,,(K).
(1) sin=1, on dit que A est une matrice ligne.
(2) sip=1, on dit que A est une matrice colonne.
(8) sin=p, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n. On note M,,(K) au lieu de M;,,,(K).

Exemple 2 :

A=(104 —25)€......: matrice ......
-1

B = ) €. matrice ......
0

C = ( 11;3 1+12 ) €. matrice ......

Remarque 1 :

(1) On identifie M;(K) a K:
si A= (a) € M;(K), on écrit A =a € K.

(2) La matrice nulle de M,,,(K) (celle ou tous ses coefficients sont nuls) est notée O,,;, ou O (s’il n’y a aucune ambiguité
sur sa taille).

Exemple 3
Oy = Og3 =



1.2 Matrices carrées particuliéres

Définition 3 Soit une matrice carrée A € M, (K).
(1) A est une matrice triangulaire supérieure lorsque: Vi,j, sii > j, a;; = 0.
(2) A est une matrice triangulaire inférieure lorsque: Vi, j, sii < j, a;; = 0.
(3) A est une matrice diagonale lorsque: Vi # j, a;; = 0.
A est aussi notée A = diag(ai1,as2, ..., 0nn).

Exemple 4 : en d’autres termes,

(1) Une matrice triangulaire supérieure n’a que des zéros . ... .. sa diagonale:
1 2 3
A= 0 -1 -1
0o 0 —4
(2) Une matrice triangulaire inférieure n’a que des zéros . ..... de sa diagonale:
2 0 0
B=| -5 1-5 0

1
2
In4 e? —20

(3) Une matrice diagonale n’a que des zéros de part et d’autre de sa diagonale:

1 0 00
0 -1 0 0
D= 0 0 20
0 0 0 3

Remarque 2 Il peut y avoir des zéros sur la diagonale!

Exemple 5

S oo
o o oo
o N OO
o o oo

Définition 4 On appelle matrice identité (ou matrice unité) d’ordre n, notée , la matrice carrée d’ordre n

diagonale:
1 0

I, = diag(1,...,1) = e M, (K).

Définition 5 Soit une matrice carrée A € M, (K).
(1) On dit que A est symétrique lorsque Vi, j, a;; = aj;.

L’ensemble des matrices symétriques est noté | Sp(K)
(2) On dit que A est antisymétrique lorsque Vi, j, a;; = —a;;.
L’ensemble des matrices antisymétriques est noté | A, (K)

1 2 3 0 -2 -3
Exemple 6 A=| 2 —1 —2 | estsymétriqueet A= 2 0 2 est antisymétrique.
3 -2 3 3 =2 0

A noter que les matrices antisymétriques ont (forcément) tous leurs coefficients diagonaux nuls.

2 Opérations matricielles

2.1 Egalité

Définition 6 On dit que deux matrices A et B sont égales si elles sont de méme taille et ont les mémes coefficients.



2.2 Addition, multiplication par un scalaire
2.2.1 Addition

Définition 7 Soient A et B deux matrices de M, (K).

La somme de A et B, notée A+ B est la matrice de M,,(K) définie par: | A+ B = (a;; + bij) 1<i<n
1<j<p

Remarque 3 : ATTENTION! On ne peut additionner que des matrices DE MEME TAILLE!
A retenir: | Matrice n,p + scalaire:HORREUR‘ Ne jamais écrire A + 11!

12 1 -2 -1 0 —i -5
— — 4 —
A_<3 4) B_<O 1 —2) C_(0—2 1)
Que peut-on dire des sommes A+ B et A+ C?
Par ailleurs: la somme B + C' est-elle possible? Si oui, préciser la taille et les coefficients de la matrice B + C.

Exemple 7

Proposition 1 Soient trois matrices A, B,C € M,,,(K).
(1) Associativité: A+ (B+C)=(A+B)+C.
(2) Elément neutre: A+ O,, = O,, + A= A.
Oy est lélément neutre pour l'addition des matrices.
(3) Opposé: définissons la matrice —A = (—a;;) i5i<n € M,,,(K), qui est la matrice opposée de A.
1<
Alors A+ (—A) = (—A) + A = Oy, T
(4) Commutativité: A+ B =B+ A.

2.2.2 Multiplication par un scalaire

Définition 8 Soient A une matrice de M,,,(K) et X € K.
Le produit de X et A, noté A A est la matrice de M,,,(K) définie par: |AA = (Xaij) 1<i<n
1<5<

\p
0 1
2 3
Exemple 8 A = 14
5 6
2A = . Et remarquons que 1 A = =Aet (-1)A= = —A (opposé de A).

Proposition 2 Soient A, B € M,,,(K) et A\, pn € K.
(1) Associativité: \(uAd) = (Ap)A = (L) A= u(A\A).
. commutent dans K
(2) Elément neutre: 1 A = A.
(3) Distributivité: AM(A+ B) = A + AB et (A + p)A = MA + pA.

Proposition 3 YA, B € M,,(K) et VA, u € K,
(1) (-1)A = —A donc on note: A+ (—B)=A— B.
(2) AM(—A) = (1) A = —)A.
(8) M(A—B)=XA—AB et (A\— p)A=XIA - pA.



2.3 Produit matriciel
2.3.1 Définition et propriétés

Définition 9 Pour toutes matrices A € M,,(K) et B € M,,(K), le produit de A et B, noté A x B est la matrice de
M, (K) définie par:

1<j<q

p
AB = (Cij) 1<i<n OU Cij = Qi1 blj + a;o bgj + ..ot agp bpj = E ik bkj
k=1

Mise en pratique:

Remarque 4 ATTENTION! le produit de deux matrices n’est pas toujours possible!
Le produit A B est possible si nb de colonnes de A = nb de lignes de B!

Exemple 9
1 2 3 2 1 01
A= S MQg(R) B = 01 0 3 S M34(R)
0 12 1 0 1 1

Le produit AB est-il possible? Si oui, donner sa taille et le calculer.

Exemple 10 : cas particuliers: matrice ligne et matrice colonne.
by

Onnote L = (a1 az ... ap) € M1,p(K) et C = € Mau(K).

(1) Produit LC: le produit est possible ssi ...... et dans ce cas, LC € ...... , i.e. LC' est un scalaire:

P
LC:ZakbkeK

k=1
-1
Exemple: (1 2 3) x 0 =
1
(2) Produit CL: le produit est toujours possible! CL € M, (K) et a pour coefficients:
1 1xL
Exemple: | 2 | x(=1023)= =| 2xL
3 3x L
by
Donc CL = (@1 az ... ap)=.......
by

Proposition 4 :

(1) Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une matrice triangulaire supérieure (resp.
inférieure).

(2) Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale et:
diag(ay,...,an) X diag(by,...,b,) = diag(ay by, ..., anby).



Remarque 5 Cette proposition est plus utile qu’on ne le pense!
Quand on effectue le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures), (1) nous dit qu’il n’est donc pas
nécessaire de calculer les coefficients sous (resp. sur) la diagonale : ils sont nuls!!

Preuve:

Proposition 5 Soient A, E € M,,,(K), B,D € Mp,(K) et C € Mg (K). VA €K,
(1) A(AB) = AM(AB) = (AM)B.
(2) Associativité: A(BC) = (AB)C.
(3) Distributivité: A(B+ D) = AB + AD et (A+ E)D = AD + ED.
(4) Elément neutre: Al, = I,A = A (attention a la taille de la matrice unité).

Preuve: (1) Exercice.



Remarque 6 : ATTENTION AUX PIEGES DU PRODUIT MATRICIEL!
(1) LE PRODUIT NE COMMUTE PAS!!

Exemple 11 : Si AB est calculable, parfois BA ne l’est pas.

A:(} 1 1)/\423([&) B=| -1 -1 2 | M3R).

Que dire des produits AB et BA? , donc AB # BA...

Exemple 12 : Si AB et BA sont calculables, parfois, ils n’ont pas la méme taille.

1 11 L 0
A= ( 11 1 >M23(R) B = -1 -1 Ms2(R).
0 1
ABe...... mais BAe...... donc AB # BA...

Exemple 13 : Si AB et BA sont calculables et de méme taille, ils n’ont pas forcément les mémes coefficients.

A_<} 1)/\/12(}1%) B_<_11 _01>M2(R).

Alors AB = et BA = donc AB # BA.

(2)[AB=0# A=0ou B=0!|
En d’autres termes, la phrase "un produit de facteurs est nul ssi I'un des facteurs est nul" est FAUSSE chez les matrices...
(voir exemple 12: AB = O3)

(3) ON NE PEUT PAS SIMPLIFIER PAR A MEME SI A EST NON NULLE !! AB = AC % B=_C!

11 1 0 2 2
Contre—exemple.A—(1 1>,B—<_1 _1>etC—(_2 _3)‘

Calculer AB et AC:

Et pourtant B # C'

2.3.2 Puissances d’une matrice carrée

Remarque 7 :

(1) Remarquons tout d’abord que dans M,,(K), le produit est bien défini mais il reste non commutatif! C’est-a-dire:
VA, B € M,(K), AB et BA sont TOUJOURS possibles mais on n’a pas forcément AB = BA...

(2) M,,(K) a un élément neutre pour le produit: ¢’est la matrice identité I,,:

VA e M,(K), AL, =I,A=A.

Définition 10 Soit A une matrice de M,,(K). Les puissances de A sont définies par récurrence:

(AC =1, et VpeN, AP = AP A= A AP

Proposition 6 VA € M, (K), V) € K,
(1)VpeN, I = I,.
(2) Vp,qg €N, AP A1 = APT? = A9 AP et (AP)1 = AP1 = (A9)P.
(3) ¥p e N, (\A)P = \P AP

Exemple 14 Soit A € M,,(K).
S’il existe un entier m tel que A™ = O alors Vp > m, AP = O. On dit que la matrice A est nilpotente.
(on a en effet: Vp = m, AP = A™ AP~ = 0 AP~ =0)
Cas particulier & reconnaitre: les matrices triangulaires a diagonale nulle.
0

Par exemple, J =

3
? . Les puissances successives de J "décalent le triangle":
0

1 2
0 0 1
0 0 O
0 00



J4

I
©

J? J3

POINT METHODE 1 : trois méthodes pour calculer les puissances d’une matrice.
1. La récurrence:
Proposition 7 (puissances d’une matrice DIAGONALE):

P
ai al

VpeN, =

Preuve:

2. Le binéme de Newton:

Rappel 1 (formule du binéme de Newton):

Pour toutes matrices A, B de M,,(K) qui commutent | AB = BA |
P ~ (p

AFBP=F = BFAPTF,
(&= )

Remarque 8 ATTENTION! Cette formule est fausse si les matrices ne commutent pas!
Par exemple, si AB # BA alors on n’a pas I'égalité remarquable: (A + B)? # A? + 2AB + B?!
En effet, (A+ B)? = (A+ B)(A+ B) = A’ + AB+ BA+ B2...

p
VpeN, (A+B)F =)
k=0

3. "diagonalisation”: surtout au programme de I’année prochaine...



2.4 Transposition
Définition 11 Soit A une matrice de Myp(K): A = (aij) 1<i<n -
1<j<p
On appelle transposée de A, notée , la matrice de My, (K) définie par:

T N
AT = (bij) 1ci<p » 0U VLG, bij = aji

1<jsn

Exemple 15 En d’autres termes, la ligne k devient la colonne k et vice-versa:
i 0 -1 T
A= 2 3 € Mo3(C) donc A* = 0 3 | e Ms(C).

Remarque 9 :
(1) (AT)T = A,
(2) Si D € M,,(K) est diagonale alors DT = D.
(3) Si T € M,,(K) est triangulaire supérieure (resp. inférieure) alors 77 est triangulaire inférieure (resp. supérieure).

Proposition 8 Soit A une matrice de M, (K).
(1) A est symétrique ssi AT = A.
(2) A est antisymétrique ssi AT = —A.

Preuve:

Proposition 9 (linéarité): VA, B € M,,(K), VA € K,
(1) (A+ B)T = AT + BT
(2) AA)T =N AT.

Remarque 10 (1) et (2) est équivalent a: ’ A+ B)T = AT + BT

Preuve:

Proposition 10 VA € M,,(K), VB € M, (K),
(AB)T = BT AT (attention a l’ordre des matrices!)

Donc, si A € My(K) (matrice carrée), ¥n € N, (AT)" = (A™)T.



Preuve:

3 Matrices inversibles

Introduction:

x Dans K, un produit de facteurs est nul ssi 'un au moins des facteurs est nul: on dit que K est intégre.

Ce qui entraine: si z # 0 alors zu = zv = u = v. En effet:

zu=2zv < z(u—v) =0 < u—v =0, puisque z est non nul.

Mais pourquoi ’ensemble K est-il intégre? Regardons pour cela la preuve de 21 20 =0 <= 2z =0 ou 2z, = 0.
Le sens réciproque est clair. Pour le sens direct: si z; # 0 alors on peut ...... par zj:

Et de méme par symeétrie, si zo # 0 alors z; = 0.
Qu’avons-nous utilisé?

1
En d’autres termes: si z # 0, il existe un unique nombre noté z=! € K* tel que z 27! = 27! z = 1. En fait, 27! = =!
z

* Dans M,,(K): ce n’est plus vrai! Nous avons vu dans la partie 2.3.1 traitant du produit matriciel que:
e L’ensemble M,,(K) n’est pas integre: AB=0 % A=0 ou B= 0.
e Méme si A est une matrice non nulle, on ne peut pas simplifier par A: AB = AC % B =C.
Pourquoi?

En d’autres termes: si A # 0, il n’existe pas forcément une unique matrice notée A~1 € M,,(K) telle que
AATY=A1A=1T,..

Définition 12 Soit A € M, (K).
On dit que A est inversible s’il existe B € M,,(K) telle que: AB = BA = 1,.

La matrice B est alors unique et appelée inverse de A, on le note
L’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) est noté | GL, (K)

Remarque 11 :
(1) Preuve de l'unicité de I'inverse (quand il existe):

1
(2) ATTENTION! NE JAMAIS NOTER A~' = _ 1!

Remarque 12 :

(1) La matrice nulle n’est JAMAIS inversible!

(2) ATTENTION! Méme si A € M,,(K) est non nulle, A~ n’existe pas forcément!
Par exemple:



si A et B sont deux matrices non nulles de M,,(K) telles que AB = O alors ni A ni B ne sont inversibles

En effet:

(3) I, est TOUJOURS inversible et

(4) Rappel: Soient A, B, C trois matrices de M, (R), alors AB = AC & B =C.
MALIS SI A est inversible, cela devient vrai: AB = AC = B=C.
Preuve: Puisque A est inversible, ......

(attention: le produit n’est pas commutatif, on multiplie donc les deuz membres soit & gauche, soit a droite!! Le plus judicieux
ici est bien-sar & gauche)
Donc B =C.

Proposition 11 Soient A, B deuz matrices de M, (K).
(1) Si A est inversible alors A1 est inversible et | (A~ "t = A

1
(2) N € K. Si A est inversible et X # 0 alors (\ A) est inversible et | (AA) ™' = " At

(3) Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et’ (AB)"'=pB71A™! ‘ (attention & lordre des matrices!)
(4) A est inversible ssi 'A est inversible et ’ (tA)"t= tATh ‘

Preuve:

10



POINT METHODE 2 : Comment montrer qu’une matrice est inversible et calculer son inverse?

1. Utilisation d’un polyndéme matriciel:

-3 4 2
Exemple 16 Considérons la matrice M = | —2 3 1 |. Elle vérifie M2+ M —2I = .. ..
2 =20

On isole I et on factorise par M pour exhiber une matrice B telle que M B = BM = I. Dans ce cas, B = M !
Retour a l'exemple:

1
Et de méme, (2(M+I)) M=1.

—_———
B!

1
Conclusion: M est inversible et | M~ = §(M +1)

2. Utilisation d’un systéme linéaire: voir le chapitre correspondant.

3. Cas particulier des matrices carrées d’ordre deux:

Définition 13 Soit une matrice A = ( Z Z ) € M3(K). On appelle déterminant de A, noté |det A ou |A|| le

scalaire défini par:

detA=| ¢ Z‘_ad—bc
Exemple 17 :
(1) A= < 1;.’—2 1IZ ),doncdetA:...
2) A, = m 1 donc det A,,, = ...
2 m+1
Proposition 12 Soit A = ( CCL Z ) € M3 (K).

1 _
A est inversible ssi det A # 0, et dans ce cas: | A™! ( d b >

Preuve:

11



Exemple 18 :

(1) A= ( 1 :r vl I ‘ ) det A = ... donc A est-elle inversible?
m 1
@ An={ 9 i1 )

A, est inversible ssi det A, 0 ssi.......
Dans ce cas, calculer A, !:

12



