BCPST 1C — Mme MOREL Matrices — Fiche 23 2023-2024

Puissances matricielles

I. Récurrence et conjecture

Exercice 1 Calculer les puissances des matrices suivantes:

- L 1o 1
1. A= B= C=(010
-1 1 1 1 1 1 10 1
1 1 1 1
2 1 a 1 0
2.D:(5 2) J(a,b)=| 0 a 0 |, aveca,beK.
0 0 b
. cosf —sind
Exercice 2 Pour tout § € R, on pose: R(f) = .
sinf  cosf

1. Montrer que R(0) x R(0') = R(6 + 0'), pour tout 6,0 € R. En déduire (R(#))", pour tout entier naturel n.

n
2. En déduire une expression de ( (1) 0 > , pour tout n € N.

1 1 0 0

. . . _ -1 -1 0 0
Exercice 3 Soit la matrice U = 0 0 -1 1

0 0 1 -1
Calculer U? et U3. Pour tout n > 2, exprimer U™ en fonction de UZ2.

II. Récurrence et polyndme annulateur
0 1 -1

Exercice 4 On considére la matrice A = -1 2 -1
1 -1 2

1. Montrer que A% = 34 — 2I5.

2. En déduire que pour tout entier n € N, il existe deux réels «, et 3, tels que: A" = a,, A + B, 13.
Préciser ay, 41 et Br41 en fonction de o, et f,,.

3. (a) Montrer que (o) est une suite récurrente linéaire d’ordre deux.

(b) En déduire «,, puis 3, en fonction de n.

4. Pour tout entier n, exprimer A™ en fonction de A, I3 et n.

Exercice 5 Soit la matrice A = < ? ; )

1. Déterminer deux réels a et b tels que : A2 = aA + bl.

2. Montrer que : Vn € N, il existe deux réels a,, et b, tels que A™ = a, A+ b,1.

3. En déduire A™ pour tout entier n € N.
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ITI. Bindbme de Newton

Exercice 6 Calculer les puissances des matrices suivantes:

2 1 2 41 -1 a 1 1
A=|0 2 3 B:(x—gy Y )(%yeK) c=[o04 2 D=0 a 1| (aeC)
00 2 Ty 00 4 00 a

1 0 0
Exercice 7 On considére A = 1 -1 -1
1 4 3

1. Déterminer la matrice J telle que A = I + J, puis calculer J2, J3, et en déduire J", pour tout entier naturel n > 3.

2. Calculer A™, pour tout entier n > 2.

— W

3 1
Exercice 8 Soient A = 1 1 et B=A-2I.
1 3

1. Exprimer B? en fonction de B et en déduire B™ pour tout entier n.

2. Montrer que Vn € N: A" =2"] + > ; 2 B.
a 1 1
Exercice 9 Soit a € C\ {1}, on définit la matrice M = 1 a 1
( 1 1 a
11 1 1 00
On note les matrices J = 1 1 1 eel=10 1 0 |.
1 1 1 0 0 1 )

1. Déterminer M en fonction de a, I et J.
2. Déterminer J*, pour tout k € N.

3. En déduire une expression de M™ pour tout entier n de N.

Exercice 10 Soient les matrices:

4 2 2 0 0 0 -4 -2 =2
A= 0 0 0 B = 3 4 3 C= 3 4 3
-4 -2 =2 -3 -4 -3 1 -2 -1

1. Calculer AB et BA.
2. Calculer A2 et B2.
3. En déduire les puissances de A et B.

4. En remarquant que C = B — A, montrer que pour tout n € N*: C" = B — (—2)""! A.

IV. Suites matricielles
Exercice 11 On considére deux suites (1) et (vy,) définies par: 7o =1 et vg =0 et Vn € N,

1 2
Tn+1:5rn+§vn et UnJrl:ng—"g

Up -

1. Déterminer une matrice carrée A d’ordre 2 telle que Tkl ) g ("),
Un+1 Un,

n Vo

En déduire que Vn € N, ( Zn ) —gn ( To )

B+C=1

2. Déterminer deux matrices B et C telles que { B+ % C=A
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3. Calculer B2, C?, BC et C B.
4. Calculer, pour tout entier n € N, A™ a ’aide de la formule du bindéme de Newton.

5. En déduire les valeurs de r,, et v, en fonction de n, ry et vy puis leurs limites éventuelles.

Exercice 12 On envisage la matrice A =

O O N
O N
N s O

1. Déterminer la matrice J telle que A = 2[5+ J.
Calculer J? et J3. En déduire A™ pour tout n de N.

2. On considére trois suites (z,,), (yn) et (z,) définies par leur premier terme xg, yo et 2o et la relation de récurrence:

2xnle = Tn+3Yn
Vn € Na 2yn+1 = Yn+ 2zn
22p41 = Zn

Déterminer x,, y, et z, en fonction de n et de xg, yo et zo. Les suites (z,,), (yn) et (z5) sont-elles convergentes?

Exercice 13 On considére les suites (u, ), (v,) et (wy,) définies par ug = 1, vg = 0 et wy = —1 et les relations:
Upt1 = —Up + 20, — Wy,
Uptl = —Up+ 2wy,
Wn+1 = —Wp
Uy,
1. On définit la matrice colonne X,, = Un,
W,

Déterminer une matrice A € M3(R) telle que X,,11 = A X,,.
2. Déterminer A™ pour tout n € N.

3. En déduire une expression de u,, v, et w, en fonction de n.



