BCPST 1C — Mme MOREL Matrices — Fiche 24 2023-2024

Matrices et systémes linéaires

I. Rang d’une matrice.

Exercice 1 Calculer le rang des matrices suivantes:
1 2 3 1 11
A= 2 3 4 B=|1 2 4
3 45 1 39

Exercice 2 :

m 1l—m 14+m

1. Discuter en fonction du paramétre m € C, le rang de la matrice 0 1—-m m
0 0 m
A1 51
2. Déterminer le rang de la matrice A= | —1 1 2 1 | selon les valeurs du paramétre réel \.
1 1 5 A
Exercice 3 :
m 1 0
1. Déterminer les valeurs du réel m telles que la matrice 1 m 1 est inversible.
0 1 m

2. Pour quelles valeurs de « € R, la matrice suivante est-elle inversible?

I1. Matrices inversibles.

Exercice 4 Les matrices suivantes sont-elles inversibles? Si oui, calculer leur inverse.

DN DN
=
—_

1 1 0 1 2
A=11 2 B=|11 2 C=
2 3 0 2 3

—_ o

Exercice 5 :

1 0
1. Justifierque M = 0 2
-1 0

est inversible et calculer son inverse.

_ o =

2. Calculer M™ M et retrouver M ! grace a ce calcul.

Exercice 6 :

1. Soient A1, A2, A3 et Ay quatre complexes. On considére le systéme linéaire :

r + 3y + 4z + Tt =X\

(S) r + Yy + z + t =X

x + 3y + 3z + 2t =A3

r + 3y + 4z + Bt =)\

Résoudre (S).
1 3 47
. 1 1 1 1 . . , . .
2. Montrer que la matrice M = 13 3 9 est inversible et déterminer son inverse.

1 3 45
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ITI. Matrices inversibles et puissances.

Exercice 7 :
On considére les matrices:

1 1

3 0 1
0 -1 1

1 7
M=+ 1 Z]leP=(1 3 1
0 -2 -2

1 1

3 0 3

1. Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
2. Calculer la matrice D = P~'MP. En déduire D™ pour tout entier naturel n.

3. Pour tout entier n € N, exprimer M™ en fonction de P~!, P, D et n.

Exercice 8 On considére les matrices:

5 1 2 1 1 1 4 0 0

A= -1 7 2 et P = 1 -1 1 D=0 6 0

1 1 6 -1 1 1 0 0 8
P
1. Montrer que P est inversible, d’inverse: P~} = 5 —% 0
0 3 3

2. Calculer la matrice D = P~! A P et vérifier qu’elle est diagonale. En déduire D™ pour tout entier n.

3. Montrer que A = P D P~!, puis que: Vn € N, A® = P D" P~!. Expliciter A™ pour tout entier n.
Exercice 9 On considére une suite (u,,) vérifiant: Vn € N, w19 = Upi1 + 2Up.
L’objectif est de trouver une expression de u,, en fonction de n, ug et u; (sans utiliser les formules générales).

On pose, pour tout entier n: X, = < UZH )
n

1. (a) Trouver la matrice A telle que, pour tout n € N, on a: X,,11 = AX,,.
(b) Montrer que: Vn € N, X,, = A™ Xj.

L’objectif devient donc le calcul de A™.

1 2
2. OnposeP(_1 1 )

a) Montrer que P est inversible et déterminer P~1.

(a)

(b) On pose D = P~! A P. Vérifier que D est diagonale et calculer D™ pour tout entier n.

(c) Montrer que: Yn € N, A» = P D" P~1.
)

(d) En déduire A™ pour tout entier n.

3. Conclure.

Exercice 10 Oun considére une suite (u,) vérifiant: ug =2, u; =1 et ug = —1, et ¥n € N, w13 = 2Up12 + Upt1 — 2Up
On définit les matrices suivantes :

2 1 -2 1 1 4 L (-3 3 6
A={10 0], P=1 -2 1] etQ=¢|1 -3 2
01 0 1 1 1 2 0 -2

1. Vérifier que Q = P!
2. Que vaut D = QAP? En déduire D", pour tout entier naturel n
3. Déterminer A™, pour tout entier naturel n

Un+2
4. Pour tout n € N, on pose X, = | un41
Unp,
Montrer que X,,+1 = A X,, et en déduire une expression de u,, en fonction de n.



