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Dérivation

I. Domaine de dérivabilité.

Exercice 1 Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition:

L. u(z) = 2* - 2|z| 3. f(z) = 1f|x‘ 5. h(z) = cos(v/7)

2. v(z) =In(1 + |z|) 4. g(r) = Vx sin(x) 6. w(x)=v—-22+4x+5

Exercice 2 Etudier les fonctions suivantes (ensemble de définition, variations, branches infinies, allure graphique):

1. f(z) =+ sinz sur [—g,g} 2. glx) =+ V2?2 -1

Exercice 3 On pose : Vt > 0, g(t) = %e*%.

Montrer que g peut étre prolongée par continuité en 0 en une fonction dérivable sur [0, +o00].

II. Dérivabilité d’un prolongement par continuité.

Exercice 4 Soit la fonction f définie sur R par:

f::z:»—){ e 37 six#0

0 sizx=0

Montrer que f est dérivable sur R.

Exercice 5 Soit A un réel non nul et f définie sur [0, g] par:

cosPa)=1 o #0
ﬂ@—{ 0 siz=0

Montrer que f est dérivable sur [0, g]

_3
Exercice 6 Soit la fonction f(z) =¢ *° . ST #0 .
0 siz=0
1. Montrer que f est continue sur R.
2. (a) Montrer que pour tout z € R*,
3 3
fl(x) =€ Tl <1 + > .
||
(b) Montrer que f est dérivable en 0 et donner f’(0).
(c) En déduire que f est C! sur R.

Exercice 7 Soit la fonction f définie sur R par:

1+ six>0
e’ sixzx <0

f:x»—>{

1. Montrer que f est C! sur R.

2. Montrer que f n’est pas deux fois dérivable sur R.
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III. Fonctions réciproques.
Exercice 8 Montrer que : Va € R, arctanz + 2arctan(v/1 4+ 22 — x) = g
On pourra dériver la fonction f(x) = arctanz 4+ 2arctan(v'1 + a2 — z).
Exercice 9 Soit f la fonction définie sur R par f(z) = cos(arctan(2z + 1)).

1. Etablir le tableau de variations de f.

1
2. Résoudre l'équation f(z) = —.

V2

1
3. Montrer que f réalise une bijection de [—57 +oo[ dans un intervalle J & préciser.

4. Calculer (f_l)’(g).

Exercice 10 On considére la fonction définie sur ]0, +o00[ par: f(x) =2 — 2+ Inx.
1. Montrer que f réalise une bijection de ]0, +00[ sur un intervalle que 1'on précisera.
2. Dresser le tableau de variations de f~!, en précisant le comportement aux bornes.

3. Montrer que f~! est dérivable sur son ensemble de définition et que Vz € Dy,

“1(y
@ =
4. Déterminer (f~1)(—-1).
Exercice 11 Pour tout z € R, on pose:
T _ e
flx) = prpap——

1. Démontrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que ’on précisera. Que peut-on dire de f~1?
2. Démontrer que Vo € R, f/'(x) = 1 — f(x)?. Démontrer que f~! est dérivable sur J et déterminer (f~1)".

3. Déterminer explicitement f~! et retrouver (f=1)’.

Exercice 12 On considére la fonction définie sur I = [0, %} par :

1
cos T

Veel, f(x) =

1. Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle J & préciser. On note f~! sa bijection réciproque.
2. Justifier que Vz € J,
1
cos (f7H(x)) == et sin(f'(2)) =1/1— =
x

3. Montrer que f~! est dérivable sur J \ {1} et montrer que :
1

zvVx? -1

vz e \{1}, (f 7)) (z) =
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IV. Suites récurrentes.

Pensez & vos calculatrices, pour les conjectures...

1 1
Exercice 13 Soit f(z) =1+ 1 sin <>, pour tout réel x non nul.
x

1. Etudier f sur R*

35

4
2. Mont : 7 @) <5
ontrer que : Vx € {4,4], Lf' ()] 9

35
3. Montrer que I’équation f(z) = x admet une unique solution sur {4, 4} . On notera « cette solution.

4. On considére la suite (u,) définie par: ug # 0 et Vn € N, upy1 = f(uy).

(a) Montrer que: Vn € N* u, € B, i]

4
(b) En déduire que Vn € N*| |upy1 — af < g |un —

4 n
(c) Puis que : Vn € N*, |u, — | < (9) lu; — af

(d) En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

(e) Donner un programme python qui donne une valeur approchée de o & 10~2 prés.
Exercice 14 Soit f(z) = e w2, pour tout réel =
1. Etudier f sur R.
2. Montrer que I’équation f(z) = x admet une unique solution dans [0, 1], notée .
3. On considére la suite (u,) définie par: ug € [0,1] et Vn € N, upy1 = f(un).

(a) Montrer que: Vn € N, u,, € [0, 1].

1
(b) Montrer que pour tout x € [0,1], |f/(z)] < 7
e
1
En déduire que Vn € N, |upy1 — o < — |u, — ¢

Ve

1 n
Pui : n—oal <[ —
(¢) Puis que : ¥n € N, |u,, — «| <\/E>

(d) En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

4. Donner un programme python qui donne une valeur approchée de o & 1072 prés.

Exercice 15 On pourra utiliser les approximations suivantes & 0,1 pres: e >~ 2,7 et — ~ 0, 4.
e

I. Etude d’une fonction f.

Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par:

1. Dresser le tableau de variations de f.
2. (a) Montrer que ’équation f(z) = x admet une unique solution dans |0, 4+o00[, notée a.

1
(b) Montrer que - < a < 1.
e

3. (a) Déterminer f” et préciser le sens de variation de f’.

1 -1
(b) En déduire que Vz € [g, 1: |f'(z)] < eT, puis que |f'(z)] <0,9.
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I1. Une suite qui converge vers a.

On définit la suite (u,) en posant:
up=1et Vn € N, upy1 = f(un).

1. Montrer que pour tout entier n, u, € [, 1].
e

2. Pour tout entier n, établir:
|tnt1 — | <0,9]|u, — af puis que |u, —a] < (0,9)".

3. Conclure quant a la convergence de la suite (uy,).

4. Donner un programme python qui donne une valeur approchée de a & 10~2 prés.

VI. Dérivées successives.

Exercice 16 On considére les fonctions:
f(z) = ze® et g(x) = ze®®.

Calculer la dérivée nieme de f.
Trouver une relation entre les fonctions f et g; en déduire la dérivée niéme de g.

Exercice 17 On considére la fonction f d’expression : f(z) = a® (a > 0).
Déterminer sa classe et ses dérivées successives sur son ensemble de définition.

Exercice 18 Soit f définie sur R par: f(z) = e™3 sinx.
Montrer que f € C*(R) et que, Vn € N,
f(x) = 2meV3 gin (a: + %) .

Exercice 19 Pour tout n € N, on considére :
fu(x) = 2™ e'/* pour tout z non nul

Montrer que pour tout entier naturel n, f, est de classe C*° sur R* et montrer que :

(-1

p— e'/* pour tout x non nul
T

vneN, () =

Exercice 20 :

1. Etablir que f: z +—

1
3T est de classe C™ sur | — 2, 400[, et donner ’expression de sa dérivée niéme.
x
2. Méme question pour h : x — In(2 + z).
Exercice 21 :
3z +2

1. On pose f(z) = R

(a) Montrer 'existence de deux réels a et b vérifiant:

a b
+

VxER\{—272}af(x):m_2 z+2°

b) En déduire f™ pour tout n € N.
(

2. Soit g(x) = Calculer ¢(™ pour tout n € N.

2 -1

b
On montrera qu’il existe des réels a et b tels que pour tout x € R\ {-1,1}, g(x) = a4

x—1+x+1'




