Géométrie

BCPST 1C — Mme MOREL

1 Introduction: Vecteurs et repérages

1.1 Notion de vecteur
Rappel 1 Un vecteur E est caractérisé par:
e sa direction (celle de la droite (AB))

e son sens (de A vers B)

e sa longueur AB, appelée norme du vecteur AB et notée I AB || (cf définition 11)

Remarque 1 :

= . S .
(1) Le vecteur AA est appelé vecteur nul et noté 0 (il n’a ni direction, ni sens), et c’est le seul vecteur dont la norme est
nulle.
(2) Un vecteur de norme 1 est dit unitaire ou normé.

Définition 1 On dit que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque soit un des deuzx est nul soit ils ont des directions
orthogonales.

1.2 Famille libre de vecteurs

1.2.1 Vecteurs colinéaires

Définition 2 Deux vecteurs U et U sont dits colinéaires si W = 0 ou s'il existe A € R tel que W =\ U .

Proposition 1 Deux vecteurs U et (du plan ou de U’espace) sont colinéaires ssi il existe deux réels A\, u non tous nuls

tels que: A\ + u7 = 6>
On dit que U et U sont liés.

Preuve:

Définition 8 Deux vecteurs non liés sont dits libres.
Autrement dit: la famille (W, V) est libre ssi (U et U sont non colinéaires) ssi :

Y ueR, /\7+u7=6>:>)\:u20.

Définition 4 Une base de R? (du plan P) est une famille LIBRE de DEUX vecteurs (du plan P).



1.2.2 Vecteurs coplanaires

Définition 5 Trois vecteurs 7, T et W de l’espace sont coplanaires si U, VU sont colinéaires ou s’il existe deus réels A,

tels queE}:)\ﬁ—&—u?.

Proposition 2 T’I"Ois_)’U@CtCUTS 7, U et W sont coplanaires ssi il existe trois réels A\, i, v non tous nuls tels que
AU+ 7 Vvl =0.

Définition 6 Trois vecteurs non liés sont dits libres.
Autrement dit: la famille (7, v, E?) est libre (ssi U, 7V, W sont non coplanaires) ssi:

VYA u,veR, )\7+u7+uﬁzﬁ>:>/\:,uzuz().
Définition 7 Une base de R3 (de l’espace £) est une famille LIBRE de TROIS vecteurs (de £).

1.3 Repéres du plan et de I’espace

1.3.1 Repéres du plan
- =
i, J ) une base du plan P. Alors, pour tout vecteur U de P, il existe un unique couple (x,y) de réels

- =
7zxi+yj.

On dit que (z,y) sont les coordonnées du vecteur « dans la base (

Proposition 3 Soit (
tels que:

- =
i, 7); et on note U (x,y).

b

Remarque 2 (preuve de l'unicité):

- —
Remarque 3 Un repére cartésien du plan P est un triplet (O, i, j ), ou lorigine O est un point fixé du plan P et

?

=
(4, ) est une base de P.

. . N L. -
Soit P muni d’un repére cartésien (O, i, j ).
- =
vy ]

e Les coordonnées d'un point M dans (O, i, j ) sont par définition les coordonnées du vecteur OM dans la base (¢, j ),

o —
c’est-a-dire I'unique couple (x,y) de R? tel que OM =z i +y 7.
On dit que z est ’abscisse de M et y son ordonnée; et on note M (x,y).

R = P . )
— — — est une bijection de R* dans P .
M(z,y) — OM=xz1i 4y}

—
On peut donc identifier le point M (x,y) et le vecteur OM (z,y)
(les vecteurs apparaissent comme des éléments de R?)

e L’application f :

Proposition 4 Soit (O, i, j) un repére du plan P.
- = ¥
Soient A, B deuz points de P de coordonnées A(x4,ya) et B(xp,yp) dans la base (i, j ), alors AB a pour coordonnées

A (fEB —TA,YB — yA)-

)

Preuve: par la relation de Chasles:

AB = A0 +0B = —04+ 0B,

avec (f‘l(xA,yA) donc —OA (—wa,—ya) et OB (zB,YB)-
Conclusion: AB(xp — A,y — ya)-



1.3.2 Repéres de ’espace
Proposition 5 Soit (i, 5,k
de réels tels que:

) une base de l’espace E. Alors, pour tout vecteur U de &, il existe un unique triplet (z,y, z)

— — —

U=zi+yj+zk.

- = =

On dit que (z,y, z) sont les coordonnées du vecteur @ dans la base (7, j , k); et on note U (z,y, z).

) )

- = =
Remarque 4 Un repére cartésien de l'espace & est un quadruplet (O, i, j, k

- = =
lespace £ et (i, j, k) est une base de £.
227
Z?J?

), ou lorigine O est un point fixé de

).

- = = ——

e Les coordonnées d’un point M dans (O, i, j, k) sont par définition les coordonnées du vecteur OM dans la base
= = . 3 — =
, J, k), c’est-a-dire I'unique triplet (z,y,z) de R® tel que OM =z i +y j + 2z k.

(1

On dit que z est I’abscisse de M, y son ordonnée et z sa cote; et on note M (x,y, ).

Soit £ muni d’un repére cartésien (O,

R3 - &
e - =
M(z,y,z) = OM=x1i +yj +z2
—
On peut donc identifier le point M (z,y, z) et le vecteur OM (x,y, 2)

(les vecteurs apparaissent comme des éléments de R?)

e L’application f : ? est une bijection de R? dans &.

- = =
Proposition 6 Soit (O, i, j, k) un repére de lespace £. .
- =
Soient A, B deux points de P de coordonnées A(xa,ya,za) et B(zp,yp,2p) dans la base (i, j, k), alors @ a pour

) 9

coordonnées zﬁ (B — XA, YB — YA, 2B — ZA)-

2 Géométrie du PLAN

- — - —
Définition 8 On dit que (i, j) est une base orthonormale du plan P si (i, j) est une base du plan P telle que:

- =
e i et j sont orthogonauz,

e 1 et 7 sont unitaires.

2.1 Déterminant et colinéarité

Définition 9 Soit (i, j ) une base orthonormale du plan P et 7, T deuz vecteurs de P de coordonnées respectives (x,y)
et (¢',y") dans cette base.

On définit le déterminant de (7, 7), noté det(ﬁ,?), dans la base (?, 7) par:

=axy —1'y.

det(7, V) = ‘ ; ‘;

Remarque 5 Le déterminant de deux vecteurs est un REEL et non un vecteur!!!

!
Remarque 6 Considérons la matrice M = < ;j z, ), dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs 7, o dans la
- —
méme base (7, j ). Alors: det(u, V) = det M...
- —
v,

Proposition 7 Soit ( | ) une base orthonormale du plan P et 7, T deuz vecteurs de P.

’ U et U sont colinéaires ssi det(d, V) =0 ‘

Remarque 7 De fagon équivalente:

’ (W, ) est libre ssi det(w, V) # O‘

Preuve:



Exemple 1 Pour quelle(s) valeur(s) de m les vecteurs (2, —5) et ¥/ (—6,m) sont colinéaires?
U et ¥ sont colinéaires ssi :

’ 2 6 ’:o <= 2m—-30=0 < m=15.
2.2 Produit scalaire et orthogonalité

2.2.1 Produit scalaire: définition

Définition 10 Soit (i, j ) une base orthonormale du plan P et 7, U deux vecteurs de P de coordonnées respectives (x,y)
et (z',y") dans cette base.
Le produit scalaire de v par 7, noté W. 7, est le REEL défini par:

U =z’ +yy .
Exemple 2 Calculer le produit scalaire des vecteurs  (1,2) et ¥ (—3,4).
UV =1x(-3)+2x4=5.

Remarque 8 Expression matricielle.

!/
Soient U = ( z:j > et V = < nycl > les matrices colonnes représentant les coordonnées des vecteurs U et ¥ dans la base
-
y J

(i

Preuve: 'U = (zy) donc UV = (zy) ( gy:, ) —zx' +yy =WV .

). Alors: 4.0 = 'UV.

]
Proposition 8 (propriétés):
Soient 7, u, Y et v des vecteurs quelconques du plan P et A € R. Le produit scalaire est:
O ) AT+ BT @B AT
2. symétrique: . E’) = E’) u
3. défini: W7 =0 < W= 0.
4. positif: 7. W >0.
Preuve: On se place dans un repére orthonormal ot les vecteurs ont pour coordonnées:
T wy) Wy T b @)
1.
7.(>\7+7) =z (\' +d)+y(O\y +V)
= X2z’ +yy') + (vad’ + yb')
AT+ T
2. 7.5’):xm/+yy/ :x’m+y'y:?.7
3.[3] 7. U =02+02=0
a:2+y2:Odoncxzzoety2:Od0ncx:Oety:Odonc7:6}.
4. 7.7:x2+y2 > 0.
]



2.2.2 Produit scalaire et norme

- =
Définition 11 Soit (i, j) une base orthonormale du plan P et U un vecteur de P de coordonnées (z,y) dans cette base.
On appelle norme du vecteur U le REEL noté || W || défini par:

1T = VT & = /o

Remarque 9 :
(1) La norme est bien définie car le produit scalaire est positif.

(2) Cette définition coincide avec la norme d’un vecteur. En effet: AB =|| AB = (ys —ya)? + (x5 —x4)%

Remarque 10 Expression matricielle:

- =
Soit U = ( Z ) la matrice colonne représentant les coordonnées du vecteur @ dans la base (4, j ). Alors: | @ ||= VU U.

Proposition 9 (propriétés):
(1) Soit U un vecteur quelconque du plan P et A € R. Alors:

LA [|= A |-
2. || ||=o0.
3| |=0 = @=0.

(2) Inégalité triangulaire:
Soient U et U deux vecteurs quelconques du plan P, alors:

17+ <IZ |+ -

Preuve:
(1)
1.

IAT || =/ (AT). (A )
=/X2(WZ. ) (bilinéarité)

=R | T |
=

2. Une racine est positive.

3.
1T =0 = VZ.T =0+ 0.0 =0 7=0,

puisque le produit scalaire est défini.

(2) En exercice.

2.2.3 Produit scalaire et projection orthogonale

Définition 12 Le projeté orthogonale d’un point M sur une droite D du plan est lintersection de D avec la droite D’
orthogonale a D passant par M .



Proposition 10 (lien avec le produit scalaire).
Soient U et U deuz vecteurs du plan P. On considére un point A du plan P. Il existe un unique couple de points (B, C) tel

que@:ﬁ etﬁz?.

On note H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB):

Le produit scalaire U. U vaut alors:
e siT=0,7.7 =0.
o siles points B et H de la droite (AB) sont du méme coté de A alors 0.7 = AB x AH
e siles points B et H de la droite (AB) ne sont pas du méme coté de A alors 0.V = —AB x AH

— —
Preuve: On prend le repére orthonormal (A, i, j) ow: i = H ” et j est orthogonal & ¢ tel que sa norme vaut 1.
A

@ =AB (¢5,0) T = AC (zc,y0).-

Dans ce repére:

De méme coté:

7.7=xBxC+O:AB><AH.

Sinon:

U. VU =xprc+0=ABx (—AH) = —AB x AH .
]

Remarque 11 (expression géométrique) On note (7, 7) I’angle orienté entre les vecteurs U et ¥ donc on a une bon
(base orthonormée) orientée (sens trigo).

Donc : 7.7 = inﬁnnﬂin:nﬂn zc.

Or cos(W, V) = .
| AC ||
Conclusion: | 7.7 =| ¥ |||| ¥ || cos(W, V)|

2.2.4 Produit scalaire et vecteurs orthogonaux

Proposition 11 Soient U et U deuz vecteurs du plan P. Alors:

’ U et U sont orthogonaux sst UV =0 ‘

Preuve: On choisit 'expression géométrique du produit scalaire:

YT =0 |d|| 7| cos(d,v)=0
|| ||=00u | ¥|=0ou cos(,v) =

= T=0oud=70 ou (W, ) =3 (x)
= 7:6>0u7: 0 ou W et 7sont orthogonaux.

Or, par convention, le vecteur nul est orthogonal a tout autre vecteur, ce qui achéve la preuve.

Proposition 12 Deux vecteurs non nuls orthogonauz forment une famille libre.



Preuve:

2.3 Droites et cercles dans le plan
2.3.1 Equations d’une droite

Proposition 13 (équations paramétriques d’une droite)

Soient (O, i, j ) un repére du plan, My (zg,yo) un point du plan et u (a, B) un vecteur non nul. La droite passant par My
et dirigée par U admet la représentation paramétrique:

{:I: = x0+at

y = yo+pt (teR)

Réciproquement: dans le repére (O, i, j ), un tel systéme d’équations paramétrique représente la droite passant par le point
).

My (0, 10) et dirigée par U (o,
Preuve:
MeD — W et W sont colinéaires
= HteR/W:tﬁcarﬁ#ﬁ
= <= JteR/(x —z0,y — yo) = (to, 1)

T —Tg=at

<— <«<— dteR
/{ y—Yyo =0t

Remarque 12 Tout vecteur non nul colinéaire a U est un vecteur directeur de la droite.

Proposition 14 (équations cartésiennes d’une droite)

Soient (O, i, j ) un repére du plan.

(1) Toute droite D admet une équation cartésienne de la forme: ax + by + ¢ =0, 0w (a,b) # (0,0).

(2) Réciproquement: une équation cartésienne de la forme ax + by + ¢ = 0, avec (a,b) # (0,0), est celle d’une droite D du
plan de vecteur directeur (—b,a). Si le repére est orthonormal, le vecteur de coordonnées (a,b) est un vecteur normal a D.

Remarque 13 (a,b) # (0,0) < a#0oub#0!

Remarque 14 On dit que 7 est normal & D si 77 # 0 et T est orthogonal a un vecteur directeur de D.

Preuve:
(1) Soit My (o, o) un point de D et & (o, 8) un vecteur directeur de D.

M (xz,y) €D — m et @ sont colinéaires (U # ﬁ)
— det(mﬁﬁ) =0

rT—x0 «

y—vyo B

= (z—20)B—(y—yo)a=0

< fr+ (—a)y+ (=Pro+ ayo) = 0.

=0




(2) Soit My un point de D: par exemple, My (—E,O) (pour a # 0), alors:
a

ax+by+c=0 < a (x—(—§)>+b(y—0)=0

< a(x—x0)+b(y—yo) =0.
On prend @ (—b,a) non nul puisque (a,b) # (0,0) alors:
ax +by+c=0 < det(MoM, %) =0

—
< MM et U sont colinéaires
&= M € D droite passant par My et de vecteur directeur , ot & (=b,a).
—
De plus, a(z —20) +b(y —yo) =0 < MyM. 7 =0, ou 7 (a,b) # ﬁ, car (a,b) # (0,0).
Donc D est orthogonale a .

Remarque 15 (équation réduite d’une droite)
Toute droite D non verticale peut étre définie par une équation de la forme:

y=pr+q

p est appelé la pente ou le coefficient directeur de D, et ¢ 'ordonnée a 1’origine.

CAPACITE EXIGIBLE 1 : obtenir une équation cartésienne d’une droite.
On distingue trois cas, selon si on connait:

1. un point et un vecteur directeur: la droite D passe par le point My (zo, yo) et est dirigée par le vecteur 0 (a, B).

Alors une équation cartésienne de D est de la forme ax + by + ¢ = 0 avec ’ a=-bet f=ua ‘

On détermine c en introduisant les coordonnées du point My dans I’équation.

2. un point et un vecteur normal: la droite D passe par le point My (xg,yo) et le vecteur K (a, B) est un vecteur normal
de D.

Alors une équation cartésienne de D est de la forme az + by + ¢ = 0 avec

On détermine ¢ en introduisant les coordonnées du point My dans 1’équation.

3. Deux points A (xa,ya) et B(xp,yp): La droite D passe par les points A (z4,y4) et B(zp,yp).
A joue le role de My et AB est un vecteur directeur de la droite: on est donc ramenés au premier cas.

Exemple 3 :
(1) Déterminer une équation de la droite D passant par A (2,3) et B (—4,7).

Un vecteur directeur de D est: AB (—6,4), donc:
MeD m et xﬁ sont colinéaires

= det(m,ﬁ) =0

r—2 —6
y—3 4

< 4(x—-2)+6(y—3)=0.

—

-

Donc]D: 4z+6y—26:0\
(2) Déterminer une équation de la droite passant par A (1,2) et de vecteur directeur @ (1,—1).

z—1 1

MeD — det(AM, @) =0 < y_2 1

’o — —(@—-1)—(y—2)=0.

Donc]D; —x—y+3:0‘




2.3.2 Equation d’un cercle

Définition 13 Soient Q) un point du plan P et r > 0. Le cercle C de centre Q) et de rayon r est l’ensemble des points M du
plan situés a la distance r de §):
S
C={MeP/|| QM ||=r}

Proposition 15 Soit (O, i, j) un repére orthonormal du plan P.
2

Le cercle de centre Q2 (xg,y0) et de rayon r a pour équation cartésienne: (x — x0)? + (y — yo)? = r2.

)

Preuve:
M (2,y) € C(Q,r) < | QM |=r

= V(@—2)2+ Yy —w)=r

= (v —20)*+ (y —yo)® =7 car ...

Exemple 4 Montrer que z? + 32 + 4z — 6y — 3 = 0 est I’équation d’un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Remarque 16 L’équation du cercle C de diamétre [AB] s’obtient en écrivant:

M eC < MA et MB sont orthogonaux ssi MA.MB =0.

En effet, tout triangle inscriptible dans un cercle dont un coté est le diameétre [AB] est rectangle d’hypothénuse [AB] donc
(MA) et (MB) sont orthogonales.
Et la réciproque est vraie: tout triangle rectangle est inscriptible dans un cercle de diamétre son hypothénuse.

2.3.3 Intersection de droites et cercles

Remarque 17 (droites paralléles)
Deux droites D et D’ du plan d’équations cartésiennes respectives ax + by + ¢ = 0 et a’x + b’y + ¢’ = 0 sont paralléles ssi
leurs vecteurs directeurs sont colinéaires. Donc:

— b’
a

D et D’ sont paralléles ssi =0

Remarque 18 (droites orthogonales)
Deux droites D et D’ du plan d’équations cartésiennes respectives ax + by + ¢ =0 et @’z + b’y + ¢ = 0 sont orthogonales ssi
leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux ssi leur produit scalaire est nul (dans un repére orthonormé). Donc:

’D et D’ sont orthogonales ssi aa’ + bb' = 0 ‘

Dans le plan, l'intersection de deux droites est:
e soit une droite: dans ce cas, les deux droites sont confondues.
e soit un point: dans ce cas, les deux droites sont sécantes.

e soit vide: dans ce cas, les deux droites sont paralléles et distinctes.

CAPACITE EXIGIBLE 2 : intersection de deux droites
il suffit de résoudre le systéme constitué des deux équations cartésiennes (par la méthode du pivot de Gauss??)

Exemple 5 Déterminer l'intersection des droites D et D’ représentées paramétriquement par:

S x=2t-3 ;] x=3t-3
D'{ y=—t+5 P { y=—t+4

Equations cartésiennes de D et D' :



x D: My (—3,5) € Det U (2,—1) est un vecteur directeur de D, donc:

—
MeD < W et MyM sont colinéaires

rx+3 2
y—>5 -1
— —1r-3-2y+10=0

=0

Donc D: —x —2y+7=0.
* De méme, D': —x — 3y +9 =0.
Intersection entre D et D’:

, —r—2y+7 =0 —rz—2y+7 =0 r =-2y+7=3
M (z,y) e DND <:>{_x_3y+9 —0 <:>{ Ly ——g =

Donc D et D’ sont sécantes en (3,2).
Dans le plan, I'intersection entre une droite D et un cercle C de centre 2 et de rayon r est:
e soit deuz points distincts: dans ce cas, d(€2, D) < r.

e soit un point unique T': dans ce cas, d(2,D) = r: on dit que D et C sont tangents en 7T

e soit vide: dans ce cas, d(§2,D) > r.

Faites des dessins !!

CAPACITE EXIGIBLE 3 : intersection d’une droite et d’un cercle.
On procéde par substitution:
* On exprime z en fonction de y (ou y en fonction de z) grace a ’équation de la droite,
* on reporte cette expression dans I’équation du cercle.
* On obtient une équation du second degré en y (ou en z) dont les solutions sont les ordonnées (ou les abscisses) des
points d’intersection entre la droite et le cercle.
— il y a 0,1 ou 2 solutions...

Exemple 6 Déterminer les éventuels points d’intersection entre:

D:iz+3y—4=0etC:az’+9y>+4y—16=0

r+3y—4 =0 z+3y—4 =0
M (z,y) eDNC = { 2yt dy—16 =0 { (4-3y)2+y>+4y—16 =0

Ligne 2:
(4—=3y)2 +12 +4y—16=0 < 10y°> —20y =0 <= y(y—2)=0 < y=0ouy=2.

Donc:

M (2,9) € DNC = { Ty o { "
Donc D et C ont deux points d’intersection: (4,0) et (—2,2).
Dans le plan, l'intersection de deux cercles est:

e soit deux points

e soit un unique point (dit de tangence)

e soit vide

10



Faites des dessins !!

CAPACITE EXIGIBLE 4 : intersection de deux cercles
On résout le systéme en faisant la différence des deux équations (pour se ramener a une équation de droite)

Exemple 7 Déterminer I'intersection entre:

Cr:a?+y?+4y—16=0ct Cy: 2’ +1y> —2+y—12=0

2+ +4y—16 =0 2 +y? +4y—16 =0
M(m,y)€C10C2<:>{xz_’_yg_x_'_y_m -0 & —z—-3y+4 =0 Lo+— Lo— L

et on est ramenés aux calculs de ’exemple précédent...

3 Géométrie de 'ESPACE

Définition 14 On dit que (i, j, k) est une base orthonormale de l’espace € si (i, j, k) est une base de l’espace €
telle que:
- = =
e i, j et k sont orthogonaux deuzr & deux,
e i, j et k sont unitaires.

3.1 Produit scalaire et orthogonalité

Définition 15 Soit (i, j, k) une base orthonormale de l’espace & et 7, T deus vecteurs de & de coordonnées respectives
(z,y,2) et (2',y',2') dans cette base.
Le produit scalaire de v par o, noté 77, est le REEL défini par:

UV =ax' +yy + 22 .
Exemple 8 Calculer le produit scalaire des vecteurs o (6,—1,4) et o (-2,3,1).
UV =6x(=2)+(-1)x3+4x1=—-11.

Remarque 19 Expression matricielle.
!/

x x
Soient U = Y et V = y les matrices colonnes représentant les coordonnées des vecteurs W et ¥ dans la base

/

z z

(?7?,?) Alors: 7.0 = U V.

Proposition 16 ([gopriétés):

%
Soient 7, u', U et v des vecteurs quelconques de l'espace € et A € R. Le produit scalaire est:

1. bilinéajre:
s — — — — —
UM+ )= AT+ et N+ =AW+

%

s
3. défini: W. U =0 < 72?
4. positif: ©. U >0.

_>
2. symétrique: . v =

Définition 16 Soit (7,
base.
On appelle norme du vecteur U le REEL noté

- =
J, k) une base orthonormale de 'espace € et U un vecteur de € de coordonnées (x,y,2) dans cette

U || défini par:
| |=VH. " =22 +y2+22.

11



Remarque 20 Cette définition coincide avec la longueur d’un vecteur. En effet:
AB =| 4B ||= \/lys —ya)® + (@5 — 2aP + (25 — 2a)%.

Remarque 21 Expression matricielle:
x

Soit U = [ y | la matrice colonne représentant les coordonnées du vecteur @ dans la base (
z

| ||=VUU.

Proposition 17 (propriétés):
(1) Soit U un vecteur quelconque de ’espace £ et A € R. Alors:

LA =M -
2. | ||>0.
3| |=0 = @=0.

(2) Inégalité triangulaire:
Soient U et U deuz vecteurs quelconques de l’espace £, alors:

1+ <N |+ 117 -

7 7 ). Alors:

9 )

Remarque 22 (expression géométrique du produit scalaire)

Soient @ et ¥ deux vecteurs de I'espace. Alors: @. U =|| @ ||| ¥ || cos(W, )
Proposition 18 Deux vecteurs non nuls orthogonaux forment une famille libre.

Proposition 19 Soient U et U deuz vecteurs de lespace E. Alors:

’ U et U sont orthogonaux ssi U7 =0 ‘

Exemple 9 Montrer que les vecteurs @ (1,2,3) et o (3,0, —1) sont orthogonaux.

U T =1x3+2x0+(=1)x3=0.

3.2 Droites et plans dans ’espace
3.2.1 Equations d’une droite

Proposition 20 (équations paramétriques d’une droite):

Soit (O, i, j, k) un repére de Uespace, soit My (zo, Yo, 20) un point de ’espace et 0 (a, B,7) un vecteur non nul.
La droite D passant par le point My et dirigée par le vecteur U admet la représentation paramétrique:

r = x9+at
y = Y +p5t (t €R)
z2 = zo+t

Réciproquement: dans le repére (O, i, j, k), un tel systéme d’équations paramétrique représente la droite passant par le
point My (xo,yo0,20) et dirigée par 0 (o, B,7).
Tout vecteur non nul colinéaire & U est un vecteur directeur de la droite.

Exemple 10 On considére les points A (1,0,2) et B (0,—1,3) de l’espace £ et le vecteur o (1,1,-1).
Déterminer un systéme d’équations paramétriques de chacune des droites suivantes:

1. la droite D passant par A et de vecteur directeur .

2. la droite (AB).

1.
e
M (x,y,2) € D <= AM et ¥ sont colinéaires
—
— FHteR/AM =t
r—1=t
< y=1t
z—2=
r=1+t
Donc | D: Y=
z=2—1

12



r=1-1
2. (AB) passe par A et a pour vecteur directeur AB (=1,-1,1) = =¥ donc: | (AB): { y=—t
z2=2+1

3.2.2 Equations d’un plan

Proposition 21 (équations paramétriques d’un plan):

Soit (O, i, j, k) un repére de lespace, soit My (2o, Yo, 20) un point de l’espace et 0 (, B,7), o (o, 8,7 deux vecteurs
non colinéaires.

Le plan passant par le point My et de base (7, 7) admet la représentation paramétrique:

_)
Réciproquement: dans le repére (O, , k), un tel systéme d’équations paramétrique représente le plan passant par le point

MO (I]'Jo,yo,Z()) et de base (73 7)7 ou : (047677) et 7 (O/,ﬂ/,"}/).

T = xzg+at+aot
y = yo+pt+pt (t,t' € R)
z = zogt+yt+At

- =
J

Exemple 11 On considére les points A (1,0,2), B(0,—1,3) et C(1,2,3) de l'espace £ et les vecteurs non colinéaires
7(LLUet7aLQD.
Déterminer un systéme d’équations paramétriques de chacun des plans suivants:

%
1. le plan P défini par le point A et de base (7, v').
2. le plan (ABC).

; %
1. M (z,y,2) € Pssi AM, o et v sont coplanaires:

— —
— Tt eR/AM =tV +t' 0

r—1=t+0¢
— Wt eR/{ y—0=t+0¢t
z2—2=t+t
r=1+t
Donc | P: y=t
z2=24+t+1t

2. Le plan (ABC) est défini par A et de base (ﬁ,/ﬁ), avec AD (—=1,-1,1) et AC (0,2,1). Donc:

M (2,y,2) € (ABC) <= 3t,¢' € R/AM = t AB + ' AC

r—1=—t+0t
— Jt,t' eR/S y—0=—t+2¢

z—=2=t+t
r=1—-1¢
Donc | (ABC): y=—t+2t
z2=24+t+1t

Définition 17 On dit que le vecteur T est normal au plan P si w % 0 et si T est orthogonal & deux vecteurs 7,7
formant une base de P.
(Le vecteur 7 est alors orthogonal o tout vecteur du plan)

Proposition 22 (équations cartésiennes d’un plan):
. - 5 i )
Soient (O, i, j, k) un repeére de l’espace.
(1) Tout plan P de l’espace admet une équation cartésienne de la forme: ax + by + cz+d =0, ot (a,b,c) # (0,0,0).
(2) Réciproquement: une équation cartésienne de la forme ax + by + cz +d = 0, avec (a,b,c) # (0,0,0), est celle d’un plan
P de lespace. Si le repeére est orthonormal, le vecteur de coordonnées (a,b,c) est un vecteur normal & P.

CAPACITE EXIGIBLE 5 : obtenir une équation cartésienne d’un plan.
On distingue trois cas, selon si on connait:

1. un point et un vecteur normal: le plan P passe par le point My (2o, Yo, 20) et a pour vecteur normal w (o, B,7).

Alors une équation cartésienne de P est de la forme ax + by + cz + d = 0 avec ’ a=aetf=bety= c‘
On détermine d en introduisant les coordonnées du point My dans I’équation.
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2. un point et une base: le plan P passe par le point My (zg, Yo, 20) et a pour base (7, 7)
= 0). On est donc ramenés au cas

Alors on détermine un vecteur normal 7 au plan P (par 7 U =0et WV
précédent.
Ou bien ’ passage du paramétrique au cartésien ‘

Exemple 12 (reprise de ’exemple 11)

Donner une équation cartésienne du plan P défini par le point A et de base (7, v').

’paramétrique — cartésien: compatibilité de systéme (on élimine ¢ et t’)

3. Trois points A, B,C: Le plan P est défini par les points A, B et C.
A joue le réle de My et (zﬁ , AC') est une base du plan: on est donc ramenés au cas précédent.

Exemple 13 Soit le point A(1,1,1). Donner une équation cartésienne du plan P tel que:
1. P est le plan passant par A et de vecteur normal w (1,2,2).
2. P est le plan passant par A et paralléle au plan d’équation z — 2y + z = 4.

1. Une équation de P est de la forme: ax +by+cz+d=0,aveca=1,b=2et c=2,donc P: x+2y+2z+d=0.
OrAePdoncl14+24+2+d=0 < d=-5.
Conclusion: ’73: x+2y+2z—5:0‘

2. P est parallele a P’ de vecteur normal w (1,-2,1), donc 7 est aussi normal a P,donc P: z —2y+2+d=0.
OrAePdoncl—24+14+d=0 < d=0.
Conclusion: ’ Px—2y+2=0 ‘

3.2.3 Intersection

Remarque 23 : plans orthogonaux.
Deux plans P et P’ d’équations respectives ax + by + cz = d et o'z + b’y + ¢’z = d’ sont perpendiculaires ssi leurs vecteurs
normaux sont orthogonaux:

P et P’ sont perpendiculaires ssi aa’ + bb' + ¢/ =0
L’intersection d’un plan et d’une droite est:
e soit un un point: dans ce cas, le plan et la droite sont sécants.
e soit une droite: dans ce cas, la droite est incluse dans le plan.
e soit vide: dans ce cas, la droite est paralléle au plan.
L’intersection de deux plans est:
e soit un plan: dans ce cas, les deux plans sont confondus.

e soit une droite (systéme d’équations paramétriques): dans ce cas, les deux plans sont sécants.

Exemple 14 Intersection des plans P et P/, ow:

P:xzt+y+1=0etP :y+2z+1=0.

M(x,y,z)GPOP’@{x—i_y—’—l:O {x—l—y:—l

y+z+1=0 y+z=-1
r=—-1—-y=t
= y=—-1-t
z=t (variable qui bouge = parameétre)
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Donc | P NP’ est une droite d’équations paramétriques:

r=—-1—-y=1
y=-1-—1t
z=t

JteR

e soit vide: dans ce cas, les deux plans sont paralléles et distincts.
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