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Calcul de limites

Rappel 1 Onrappelle que F.Isignifie forme indéterminée: on ne peut pas conclure. Pour cela, il faut lever I'indétermination.
On reléve 4 indéterminations:

0 o0
0 _ bl
X 00, (+60) + (—00), 5, =
Soit zg € RU {—00, +00}.
e Somme:
lim (f+g)(x) |  €R | —c0 | +o0 | « lim g(x)
T—T0 T—rTo
leR L+ | —o0 | 400
—00 —o0 | —oo | F.I
400 400 FI | +0
/]\
lim f(x)
e Produit:
lim (f xg)(z) | —0o | +o0 | £/#£0 | 0 | « lim g(x
x—mfo(f 9)() 7&/ w—mog( ) Dans le cas 0o, c’est la régle usuelle des signes qui
L#£0 00 00 e 0 s’applique:
0 FI | FI 0 0
—00 +o0 | —oo | oo | F.I ; —00 | Foo
+$O —o0 | 40| oo |FI (<0 | +o0 | =
(>0 | —
Jim 7(@) > oo | +00
e Quotient:
lim f(z) | £#0 £=0" 0=0" —00 | +o0 =0
T—T0 f( ) # f(2)>0 au vois de g | f(x)<0 au vois de zg
1
lim ﬁ - 400 —0 0 0 n’a pas de limite
z—zo J4
1
e Puisque ) = f(z) x ——, on en déduit la limite de /() en utilisant les deux derniers tableaux.
g(x) 9(z) g(x)

I. Calcul de limite de la forme "%", ou \#0

f(x)7 ou lim f(x) = A avec A réel non nul et lim g(z) = 0.
g(x) T—0 T—T0

On est dans le cas d’un quotient

. . . A ..
Donc d’aprés le tableau "quotient", on doit connaitre le signe de ﬁ quand x est au voisinage (trés proche) de xo.
T

Trés souvent, on va étudier les limites & gauche et a droite en xg. C’est-a-dire :

e x tend vers xg ET x > z, noté lim

+
I’*)IO

e x tend vers g ET x < x¢, noté lim
T—T

Et suivant le signe de g(z) quand z tend vers xy & droite ou a gauche, on obtient :

e si A > 0, alors @ tend vers +oo
9(z) 9(x)

® si L < 0, alors 1(@) tend vers —oo
9(x) 9(x)
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2 1
Exemple 1 lim et lim 926+
z—1 x4 — z——-172%2—1

II. Repérer le dominant
1. Dominant en 1’infini :

(a) Les grandes puissances de  'emportent en l'infini : on factorise.

2 1
Exemple 2 lim T
z—+oo T+ 1

. (F.I de la forme °2)

(b) Cas des racines et de la quantité conjuguée :

Exemple 3 Va2 +3x+ 142+ 1en —co (F.I de la forme (4+00) +

(¢) En 400 : Vn,p € N, (In(x))? << 2" << €7, ce qui donne les croissances comparées : Vn,p € N,

(=00)).

. (lnx)? "
lim
z—+4o0 g z— 400 (ew)p

=0 lim =0 (ou encore lim z"e™P*

T—r+00

0)

Exemple 4 On combine souvent avec la factorisation par le dominant.

. er 4+ 2x+7
lim e
z—+oo e — 1]
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(d) Généralisation aux puissances réelles : Va, 8 > 0, Va > 1,

Inz)? a
lim (In-z) =0 lim —— =0 (ou encore lim z%e™?% =0)
=400 ¥ z—too (e)P T—+00
Exemple 5 lim e
Tr—r+00
ez (e}
Remarque 1 En passant a 'inverse: | lim — = 400 lim =+
z—+oo T a=too (Inz)P
2. Dominant en O :
(a) Les petites puissances de z ’emportent en 0 !! On factorise.
Exemple 6 Limite en 0+ de f(x) = —* (F 1 de la forme ©)
xemple imite en e f(r) = ——— (F.Ide la forme 7).
P Vo + z? 0
(b) croissances comparées : Vn,p € N, Vo, 8 > 0,
lim 2" (Inz)” =0 lim 2% |lnz|® =0
z—01 z—0t

Exemple 7 lim 2z In(z + /)
z—0t

III. Organisation dans les calculs
1. CIBLER l'indétermination. "Mettre de coté" les termes qui ne générent pas d’indétermination.
Si = tend vers un réel a non nul, se ramener en 0 en posant h = = — a.

Repérer le dominant et factoriser (cas particulier de la racine)

Ll

Bien connaitre ses croissances comparées
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Exercice 1 Déterminer, si elles existent, les limites suivantes:

x4+ 2x-3 . 2 +2x—3
1. im ———— 3. llm ————
rx—1 x+3 r——1 ;I,'Q —1
9 i 2 +2x+3 iy
T o3 4. In(e —e /") en 0T

Exercice 2 Déterminer, si elles existent, les limites suivantes:

. lim e™

3 .
.ooat—3x+2 4. lim /In(z2 +1) — /In(z2 — 1)
L W gy e | e
2. lim v22+2-3z
T—+00
Ji 123 5. lim In (22 —2+1
i — .o lim In | ————
3. Igrfoo ?+2r+3—= oo 222 _Br 17
Exercice 3 Déterminer, si elles existent, les limites suivantes:
2 3z 2
1olim 5 4 lm O AT
=0 ¢ — el/® z—to0 ¥ 4 e
2. lm e* — €3 4 22 . el —e’ —1
Forteo g JEI-&I-IOO 4422 +1
1
3. lim e 3 — = 43— 6. lim 2%e'/7.
Tr——00 X Tr—400

Exercice 4 Déterminer, si elles existent, les limites suivantes:

1. lim z%e V=, . v’
7=+ 00 3. lim —.
x——+oco I
2. lim z2e'/*. 4. lim (z—1)? In(z —1).
x—0 x——+00

1/z
z—0

z? z?

. 1m
zo+ooxr—1 ax+1

o lim V2242 — Va2 +a
T——+00

1
er@=D en 0T

1—2x

lim (z — 1) In(z — 1).

r—1t



