
Chapitre 24: Fonctions réelles de deux variables réelles

INTRODUCTION:

En physique ou en SVT, on est parfois amené à considérer des phénomènes, résultats de plusieurs facteurs:
∗ La croissance d’une plante dépend de son apport en eau, lumière, air, sels minéraux . . .
∗ L’équation d’état d’un gaz parfait PV = nRT : la pression d’une quantité donnée de gaz parfait dépend du volume

dans lequel il se trouve et de la température ambiante.

1 Ensemble de définition
Définition 1 :
On appelle fonction numérique de deux variables réelles toute application f : D → R, où D est une partie de R2.
D est appelé ensemble (ou domaine) de définition de f .

Rappel 1 :
(1) Equation d’une droite: D : y = ax+ b, où:

• a =
yB − yA
xB − xA

, où A et B sont deux points de la droite D. a est le coefficient directeur ou pente de D.
• b est l’ordonnée à l’origine

(2) Résolution graphique d’inégalités dans R2:
Exemple: y + x+ 1 > 0.

Etape 1: On trace la droite d’équation y + x+ 1 = 0 (on remplace > par =):

(y + x+ 1 = 0 ⇐⇒ y = −x− 1)
Etape 2: On sélectionne la partie du plan solution (on vérifie sur un point).
Etape 3: ATTENTION: Cas particulier du BORD.
∗ inégalité large ⇒ droite D incluse.
∗ inégalité stricte ⇒ droite D exclue.

(3) Equation d’un cercle:
x2 + y2 = R2 est l’équation du cercle de centre l’origine et de rayon R > 0.

Plus généralement: (x− a)2 + (y − b)2 = R2 est l’équation du cercle de centre A(a, b) et de rayon R > 0

Donc D = {(x, y) ∈ R2/(x− a)2 + (y − b)2 6 R2} est le disque de centre A(a, b) et de rayon R > 0, bord (= cercle) inclus.
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Voisinage d’un point (x0, y0) dans R2:

Rappel 3 Cas d’une fonction d’une variable réelle:
f est continue en x0 ssi pour tout voisinage V de f(x0), il existe un voisinage V0 de x0 tel que: si x ∈ V0 ∩Df alors f(x) ∈ V.
Comment étendre la notion de continuité dans R2?

Notion de continuité:

→ Graphiquement: pas de déchirure dans la surface...

4 Dérivées partielles

4.1 Dérivées partielles d’ordre 1 et applications
4.1.1 Définition

Définition 3 Soit f : D → R, où D est une partie de R2. On peut définir deux applications partielles:
(1) Pour y fixé, fy(x) = f(x, y) est une fonction définie sur {x ∈ R/(x, y) ∈ D}.

(2) Pour x fixé, fx(y) = f(x, y) est une fonction définie sur {y ∈ R/(x, y) ∈ D}.

Exemple 3 :
(1) f(x, y) = exy + y2 − 1, où D = R2.
(2) g(x, y) = ln(x+ y), où D = {(x, y) ∈ R2/x+ y > 0}.
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et fy sont dérivables.
Si, de plus, les nouvelles fonctions f ′x et f ′y (qui sont elles-même des fonctions de deux variables) admettent à leur tour des
dérivées partielles, on les appelle dérivées partielles d’ordre 2 et on les note de la façon suivante:
(Pour x fixé:)

fx : Dx → R
y 7→ f(x, y)

où Dx = {y ∈ R/(x, y) ∈ D}, f ′x(y) =
∂f

∂y
(x, y) f ′′x (y) =

∂2f

∂y2
(x, y)

De même, (pour y fixé:)

fy : Dy → R
x 7→ f(x, y)

où Dy = {x ∈ R/(x, y) ∈ D}, f ′y(x) =
∂f

∂x
(x, y) f ′′y (x) =

∂2f

∂x2
(x, y)

Dérivées croisées:

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
(x, y) et

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
(x, y)

Exemple 8 f(x, y) = x2 ex+2y−1 et g(x, y) = arctan
(y
x

)
.

Remarque 5 On peut définir la classe C2: f est de classe C2 sur D si ses derivées partielles jusqu’à l’ordre 2 existent et
sont continues sur D. L’ensemble de ces fonctions est noté C2(D,R)

Remarque 6 ATTENTION À L’ORDRE!! On n’a pas toujours
∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂2f

∂y∂x
(x, y)...

Théorème 2 (admis): Théorème de Schwarz
Soit D une partie de R2 et f de classe C2 sur D. Alors les dérivées partielles croisées sont égales:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
.
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