Chapitre 24: Fonctions réelles de deux variables réelles

INTRODUCTION:

En physique ou en SVT, on est parfois amené & considérer des phénomeénes, résultats de plusieurs facteurs:

* La croissance d’une plante dépend de son apport en eau, lumiére, air, sels minéraux ...

x L’équation d’état d’un gaz parfait PV = nRT: la pression d’une quantité donnée de gaz parfait dépend du volume
dans lequel il se trouve et de la température ambiante.

1 Ensemble de définition

Définition 1 :
On appelle fonction numérique de deux variables réelles toute application f : D — R, ot D est une partie de R2.
D est appelé ensemble (ou domaine) de définition de f.

Rappel 1 :
(1) Equation d’une droite: D : y = ax + b, ou:
°q= w, ou A et B sont deux points de la droite D. a est le coefficient directeur ou pente de D.

B — TA
e b est 'ordonnée a l'origine

(2) Résolution graphique d’inégalités dans R?:
Ezxemple: y+x+ 1> 0.
Etape 1: On trace la droite d’équation y +  + 1 = 0 (on remplace > par =):

(y+r4+1=0 <= y=—-—ax-1)

Etape 2: On sélectionne la partie du plan solution (on vérifie sur un point).
Etape 3: ATTENTION: Cas particulier du BORD.

* inégalité large = droite D incluse.

* inégalité stricte = droite D exclue.

(3) Equation d’un cercle:
22 + y? = R? est I'équation du cercle de centre I'origine et de rayon R > 0.

Plus généralement: ’ (r — a)? + (y — b)? = R? est I'équation du cercle de centre A(a,b) et de rayon R > 0

Donc D = {(z,y) € R?/(x — a)? + (y — b)* < R?} est le disque de centre A(a,b) et de rayon R > 0, bord (= cercle) inclus.



Exemple 1 Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes (en donner sa représentation graphique):
1) f(z,y) = cos(zy)-
(2) g9(z,y) =In(z +y).

() h(z,y) = Va* + 2.

@) U(z,y) = ———.
(5) V(z,y) = ———

Ny
(6) W(z,y) = arctan (%) -
2 Représentation graphique

On peut représenter graphiquement f dans I'espace par I'ensemble des points de coordonnées (z,y, 2) tels que (z,y) € Dy et
z = f(z,y)-

f est alors représentée par une surface.

la fonction (x, y) = x* + ¥ :
syt . :

est la suivante

REa

Définition 2 Soit f une fonction définie sur D C R?, 4 valeurs dans R.
Ve € R, on appelle ligne de niveau c l'ensemble | N, ={(z,y) € D/f(z,y) = c} I

Remarque 1 Graphiquement, la courbe de niveau c est I'intersection du graphe de f avec le plan d’équation z = c.
Etudier les courbes de niveaw d’une fonction est une maniére de visualiser son graphe.

Exemple 2 :
(1) f(z,y) =z + 3y.
(2) g(z,y) = 2* +¢°.
(3) U("E, y) —emi =Y

3 Continuité

Rappel 2 Cas d’une fonction d’une variable réelle: f est continue en z, ssi li_)m f(z) = f(zo)-
L—rTo

Comment étendre la notion de limite & R?? Revenons aux voisinages.




Voisinage d’un point (zg,7y) dans R?:

Rappel 3 Cas d’une fonction d’une variable réelle:
f est continue en z¢ ssi pour tout voisinage V de f(x¢), il existe un voisinage Vp de z¢ tel que: si z € VoNDy alors f(x) € V.
Comment étendre la notion de continuité dans R??

Notion de continuité:

— Graphiquement: pas de déchirure dans la surface...

4 Dérivées partielles

4.1 Dérivées partielles d’ordre 1 et applications
4.1.1 Définition

Définition 3 Soit f : D — R, o D est une partie de R%2. On peut définir deuz applications partielles:
(1) Poury fizé, fy(x) = f(z,y) est une fonction définie sur {x € R/(x,y) € D}.

(2) Pour x fizé, f.(y) = f(x,y) est une fonction définie sur {y € R/(z,y) € D}.

Exemple 3 :
(1) f(z,y) =™ +y?> — 1,00 D = R2
(2) g(x,y) = n(z +y), ot D = {(z,y) € R?/z +y > 0}.



Définition 4 Soit f une fonction définie sur un ensemble D C R2. Soit (xq,yo) € D.
(1) Si Uapplication partielle fy, : x — f(x,yo) est dérivable en xq, on dit que

3]
f admet une dérivée partielle par rapport & x en (zg, o), notée a—f(zo, Yo)-
x

f(xvyO) - f(xo, yo)
r — X
ti @80 = I @org0) _OF (g (0

T T — xg ox

eziste et est finie, et dans ce cas:

Autrement dit, la limite quand x tend vers xo de

(2) De méme, on définit la dérivée partielle de [ par rapport a y en (xo,yo):
si Uapplication partielle fy, : x — f(xo,y) est dérivable en yo:

i 4 @0:y) = fzo,y0) _ Of
dy

Y—Yo Y — Yo

(z0,%0) (= fz,(y0))

Exemple 4 :
(1) f(z,y) =™ +y?> — 1,01 D = R2.
(2) f(z,y) = arctan (%), V(z,y) € R* x R.

4.1.2 Classe C' et opérations

Définition 5 Soit f: D — R, ou D est une partie de R?.
On dit que f est de classe C' sur D ssi elle admet des dérivées partielles premiéres en tout point A = (x9,v0) € D et que ces
dérivées partielles sont continues sur D.

On note |C1(D,R) | ’'ensemble des fonctions de D a valeurs réelles, de classe C'.

Remarque 2 :
(1) Les polynomes et quotient de polynomes de plusieurs variables sont C! sur leur domaine de définition.
exemple: f(z,y) = 2% + 2x — y3 + 2.
(2) Les théorémes généraux s’étendent:
* Les combinaisons linéaires, produit de fonctions de classe C! sur D sont de classe C' sur D, et on a:

afg) _of g
or Oz +f8x i

* Le quotient de deux fonctions de classe C! sur D est de classe C! sur le sous-ensemble de D ot le dénominateur ne s’annule
pas, et:

* Si f € CL(D,R) et g € C}(A,R), avec f(D) C A, alors go f € C1(D,R).
exemple: f(x,y) = x + cos(x + y).

Proposition 1 (admise): Soit f : D — R, une fonction de deux variables de classe C* sur D.
Soient ¢ : I — R et ¢ : I — R, deux fonctions réelles dérivables (resp. de classe C') sur un intervalle I, telles que

e(I) x y(I) C D.
Alors @ : t— f(p(t),(t)) est dérivable (resp. de classe C*) sur I, et Vt € I:

of of

(1) = ¢'(1) 5 (1), 9 (1) +9'(2) @(w(t),w(t)) :

Exemple 5 ®(t) = f(e!,sint).

4.1.3 Petite variation d’une fonction au voisinage d’un point
Rappel 4 Pour une fonction d’une variable réelle: f a un DL en xq & Uordre 1 ssi f est dérivable en z et:

f(z) = f(xo) + f'(20) (x — 20) + o ((z — o))

équation de la tangente I'g en (zo, f(z0))

Interprétation graphique possible:
* La tangente I'g en Ay = (o, f(x0)) & la courbe C; d’équation y = f(x) est localement proche de cette courbe.




* La tangente Ty d’équation y = f(zo) + f/(z0) (z — zo) donne une “bonne” approximation de la courbe Cy d’équation
y = f(z) au voisinage de Ay = (o, f(zo)).

¥ £(z) — f(z0) ~ f'(m0) (= — 20) quand z “proche” de .
— A la physicienne: une petite variation de la valeur de f autour de zp découle d’une petite variation sur la variable z.

8f = f(wo) bz .
F(@)=f(zo) £=%0

Et pour les fonctions de deux variables?
Soit D une partie de R?, et f une fonction de classe C! sur D. Peut-on estimer la variation f(zo + k,v0 + k) powr h et k
“petits™?
e La courbe Cy devient une ...
o La tangente (droite) devient un ...
L’idée est donc d’approcher la parun...:

a a
f(@o + hyyo + k) = f(zo,30) + R %(ﬂﬂoﬂo) +k 8_5(%’%) :

plan tangent en (zo, %o)

3 8
— A la physicienne: §f = 8—£(x0,y0) oz + 8_£(x0’ yo) 0y.

une petite variation de la valeur de f découle de petites variations sur les variables.

Exemple 6 f(z,y) = 2% "t~

La variation locale peut étre représentée par un vecteur:

Définition 6 Soit D une partie de R? et f: D — R de classe C1. Soit (zo, %) € D.
On appelle gradient de f en (xo,y0) le vecteur grad g, 4.)(f) défini par:

3 o]
m(zo,yo)(f) 5 (%(-’L‘o’yo), a_i(m()y yO))

Remarque 3 On peut réécrire la petite variation de f sous forme de produit scalaire (repére orthonormal, coordonnées
cartésiennes): f(zo + h,yo + k) = grad, 4)(f) - (b, k).

/ .
Interprétation du gradient \

Le gradient permet de «visualiser » les variations d’une fonction & I'aide des lignes de

niveau. .

En effet, la dérivée de f suivant un vecteur orthogonal au gradient est nulle. C’est la
direction de la tangente a la ligne de niveau de f passant par (e, ). On peut donc retenir
le résultat suivant.

24
En tout point (e, B) le gradient grad(.,)(f) Y4
est normal a la ligne de niveau f(z,y) =k
ou k = f(e, B).
& x

Cela s’interpréte géométriquement par le fait que la direction du gradient indique la
direction suivant laquelle f varie le plus vite, la norme du gradiexl’gi'nesurant I'intensité de
cette variation. Par exemple, si f est altitude en un point (z,y), grad(z,y)(f) est le vecteur
orienté dans la direction de la ligne de plus grande pente, de norme égale 4 la pente 10<.:a.le,
Au contraire, si on se déplace orthogonalement au gradient, f ne varie pas: on suit une ligne

de niveau.
\_ PR Eat y




4.1.4 Extremum d’une fonction de deux variables

Théoréme 1 Si f est de classe C* sur D =la,b[x]|c,d[ et admet en My = (z0,%0) € D un extremum, alors:

o 9
8_£(an Yo) =0 et 8_£(x°’y°) =0.

Graphiquement, la fonction f admet un ex-
tremum local en (a, B) si la surface représentant f
reste localement en dessous ou au dessus du plan
d’équation z = f(a, ).

Preuve:

Remarque 4 ATTENTION!! La condition d’annulation des dérivées partielles d’ordre 1 est nécessaire mais non suffisante...

Attention! Les dérivées partielles peuvent
s’annuler en un point qui n’est pas un extremum
local.

11 se peut en effet que I'une des dérivées par-
tielles admette un maximum local et 'autre un
minimum local et donc que f n’admettent pas
d’extremum local. C’est le cas pour la fonction
(z,y) = a2 — y® (représentée ci-contre) dont le graphe est en forme de selle de cheval: en (0,0),
le gradient s’annule sans que la surface ne présente d’extremum local.

Un point o1l les deux dérivées partielles sont nulles s’appelle un point critique de f. Un point
critique n’est donc pas toujours un extremum local.

Exemple 7 f(z,y) = 2? +y? — 2z — 4y

4.2 Dérivées partielles d’ordre 2

Définition 7 Soit D une partie de R? et f: D — R.
On suppose que f admet deux dérivées partielles d’ordre 1 en tout point de D, c’est-a-dire les deux applications partielles f,




et f, sont dérivables.

Si, de plus, les nouvelles fonctions fi, et f?; (qui sont elles-méme des fonctions de deux variables) admettent a leur tour des
dérivées partielles, on les appelle dérivées partielles d’ordre 2 et on les note de la fagon suivante:

(Pour x fizé:)

: 7] 0?
b ey D= WER/@WED), LW =5y | F0) =55

De méme, (poury fizé:)

: 0 " 0?2
Joiby o 8 L) | S = 55w

T = f(w,y) ot Dy = {J) S R/(x7y) c D}, f/ (33) _

Yy

Dérivées croisées:

o2 f 0 (of o2 f 9 (of
&T&)y(x’y) - % <ay> (l‘vy) et ayax(x’y) - 87y (al') (x,y)

Exemple 8 f(z,y) = 2?e*"?Y~! et g(x,y) = arctan (Q)
x

Remarque 5 On peut définir la classe C2: f est de classe C? sur D si ses derivées partielles jusqu’a I'ordre 2 existent et
sont continues sur D. L’ensemble de ces fonctions est noté | C?(D, R)

OF ey = 2L (o)
Oxdy »Y = Oydx TY)

Remarque 6 ATTENTION A L’ORDRE! On n’a pas toujours
Théoréme 2 (admis): Théoréme de Schwarz

Soit D une partie de R? et f de classe C* sur D. Alors les dérivées partielles croisées sont égales:

0% f B 0% f
oxdy  Oydx




