Intégration sur un segment

BCPST 1C — Mme MOREL

1 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

1.1 Rappels

Définition 1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On dit que F' est une primitive de f sur I si I est
dérivable sur I et F' = f.

Théoréme 1 (théoréme d’existence), admis: Toute fonction continue sur un intervalle I admet au moins une primitive
sur 1.

Proposition 1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I. f admet une infinité de primitives sur I; deux primitives
différent a une constante pres.

En d’autres termes: soit F une primitive de f sur I (théoréme d’existence). Alors l’ensemble des primitives de f sur I est
de la forme: {F + A\, X € R}.

Proposition 2 Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, admettant respectivement F' et G comme primitive
sur I. Alors F' + G est une primitive de f + g sur I et VA € R, AF est une primitive de A f sur I.

Définition 2 Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a,b € 1. Soit F une primitive (quelconque) de [ sur I.

b
On appelle intégrale de f de a a b le nombre réel F(b) — F(a) que l’on note: | F(b) — F(a) = / f(t)dt

Dans les calculs, la différence F(b) — F(a) est notée [F(t)]°.

Remarque 1 : Cette définition a bien un sens: [’intégrale ne dépend pas du choix de la primitive:

Proposition 8 (linéarité): Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a,b € I, et A € R. Alors:
b b b b b
[Gra=[1+[ga[0n=r[r

b b b
Remarque 2 Propriété équivalente a : VA, p € R, / Af4+ng) = / f+u / g
a a a

Proposition 4 (relation de Chasles): Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tous a,b,c € I:

[r-[rfs

1.2 Nouvelles propriétés de l’'intégrale

Proposition 5 Soient f,g deuzx fonctions continues sur un intervalle I, soient a,b € I tels que

b
(1) f >0 sur [a,b] :>/ f = 0. (positivité)
[r=]
(2) f=2gsurfa,bl= [ f>= [ g. (croissance)
b a a
[

Remarque 3 :
(1) L’ordre des bornes est FONDAMENTAL!!!

b
@ | [ 1< [ 1<maxisix b -a)

b a
Il faut penser a remettre les bornes dans le bon sens par la formule: / f=- / f. En effet:
a b



a b a b
SifZOeta>balors/ f}O,etpuisque/ f:—/ f,/ <0
b a b a
b
(2) Si f <0eta<b, on a aussi: / f<o.
(3) ATTENTION! Les réciproquesade (1) et (2) sont fausses...

e

2 21 4 1 3

contre-exemple: / tdt = 5 =573 3 > 0, et pourtant t — t change de signe sur [—1,2]...
1 -1

Preuve:

Exemple 1 (encadrements d’intégrales):
Soit f continue sur [a, ] telle que: il existe m, M € R tels que m < f < M sur [a,b]. Alors:

1 b
m < a4 / f < M (inégalité de la moyenne)
—al,
1

En d’autres termes: la valeur moyenne

b
5 / f appartient & l’ensemble des valeurs atteintes par la fonction.
—a,

Preuve:

Exemple 2 : Suites d’intégrales (ou calcul de limite par encadrement)

1 n
1 I, =
(1) Vn € N, /0 T

dz. Encadrement de I,,:

POINT METHODE 1 : il suffit d’encadrer (z #) sur [0,1] | (attention & I'ordre des bornes!!)
x
*x Mauvais encadrement (ou encadrement trop grossier qui ne donne pas la limite)

so0< o by
) \1+I\1+I’\.

1
vz € [0,1], 2" € [0,1], et pui
x €[0,1], 2™ €] ]epulsqueler
Donc en intégrant (0 < 1):

* Bon encadrement (qui donne la limite):



CONCLUSION: ’0n encadre ce qu’on veut éliminer; on multiplie par ce qu’on veut garder

1
(2)VneN, I, = / (1—t)" e dt.
0

Proposition 6 Soit f une fonction continue et positive sur [a,b], ot
b

F(t) = 0Vt € [a,b] ssz/ F=o.
a

Remarque 4 : Encore valable si f < 0 sur [a, b].

Preuve: C’est clair.
b
Ona/ f=F()—F(a) =0.

Remarque 5 : Interprétation géométrique des propriétés de ’intégrale
Soit f une fonction continue sur [a, b]

b b
1 fz0= / f=AD)=20et f<O0= / f=—A(D) <0: c’est la POSITIVITE de I'intégrale

b c1 b
(2) Pour ¢; € [a, b, / f= / f +/ f: c’est la RELATION DE CHASLES
3) '1 b
—A(Dy) — A(D2) < / [ =A(D1) — A(D2) < A(Dy) + A(Dz),
a %/_/
= L1 Jo 111
b b
/ f| <[

(4) Vz € [a,b], m < f(z) < M, donc:

donc c’est la propriété:

m(b—a) </f=A(D1)—A<D2)< M(b—a)
— a ——

aire du rectangle vert aire du rectangle rouge

C’est VINEGALITE DE LA MOYENNE
()

b
< / fl< max|f]
a

[a,b]
——

aire du rectangle

[




1.3 Calcul intégral vu au premier semestre

Recherche dune primitive, formule d’intégration par parties, changement de variable :

Théoréme 2 Soient u et v deuz fonctions de classe C' sur un intervalle I. Pour tous a,b € I:

Théoréme 3 Soient f continue sur un intervalle I et o, f € I. Soit u de classe C' sur [a, B] telle que u([o, B]) C I. Alors:

B u(B)
w(t)) v () dt = x) dx
/Qf(()) (1) /u(a)f()

On dit qu’on a effectué le changement de variable C* x = u(t)

Remarque 6 : Mise en oeuvre du changement de variable C! x = u(t):
Trois choses & changer:

x Les bornes,

x La variable,

x La différentielle. "a la physicienne"

2 Fonction intégrale de ses bornes

Proposition 7 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et
x

Alors la fonction F : x — / f(t)dt est de classe Ct sur I et F' = f.
a

Remarque 7 ATTENTION AUX ERREURS CLASSIQUES:
(1) f continue sur I et non dérivable!
(2) F'(z) = f(z) Yz € I, et non F'(z) = f'(x)!

xT
(3) Cohérence des notations: F’'(x) = f(¢) ne veut rien dire... Pire: / f(z) dx ne sera pas toléré dans une copie...
a

Remarque 8 On a F(a) = / f(t)dt, donc et F/ = f.

Conclusion: ’F est I'unique primitive de f qui s’annule en a‘

1
exemple: YV > 0, Inx = / n dt.
1

Preuve:

Remarque 9 ATTENTION
(1) Si f est continue sur I, toutes les primitives de f sur I ne s’expriment pas sous la forme / f(t)dt (seulement quelques

unes...)

contre-exemple: Les primitives de la fonction exponentielle sur R sont de la forme exp +C, C € R.
T

Si il existe a € R tel que: Vo € R, e* = / e’ dt, alors e = [e']? = e — e” et donc e® = O!!!

a

|
(2) Dire que x / 1% dt est C* sur R\ {—1} est FAUX!
1

En effet, 1 ¢] — 0o, —1]... Donc cette fonction est C! sur | — 1, +o0o| seulement...!



Exemple 3 Etude de la fonction F' donnée par: F(z) = / Intdt. (SANS CALCULER L’INTEGRALE)
1

(En calculant l'intégrale: connaissez-vous une primitive de In sur |0, +o00[? )

Corollaire 1 Soit f une fonction continue sur [a,b], et u,v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et a valeurs dans

[a, b].
v(z)
Alors la fonction ¢ : I — / f(t)dt est dérivable sur I et ¢'(z) = f(v(z))v'(z) — f(u(z)) v (x).

Preuve (a savoir refaire):

Exemple 4 :

2x
(1) F(z) = /0 e tdt.

Annexe :

b
Proposition 8 Soit f une fonction continue, croissante et positive sur [a,b]. Alors f admet une primitive sur [a,b] et/ f
a

est laire du domaine délimité par les droites x = a, x = b, y = 0 et la courbe représentative C; de f.

Preuve: On note A la fonction définie sur [a, b] par: Vaq € [a,b], A(xo) = A(D), oit D est le domaine délimité par les droites
r=a,x =z, y=0cetCs.
Montrons que A est une primitive de f sur [a, b]:

* Vo € [a,b[: soit h > 0 tel que z¢ + h € [a, b].
A(zo + h) — A(zo) = A(Dp), ot Dy, est le domaine délimité par les droites * = x9, x = xo + h, y = 0 et Cy.
Or f est croissante sur [a,b] donc Vz € [zg,z0 + h], f(zo) < f(z) < f(xo + h), donc Ajny C Dy C Agyp, 00 Agyy est
le rectangle de hauteur f(zg + h) et de largeur zo + h — x¢g = h, et Ay s est le rectangle de hauteur f(zg) et de largeur
zo + h — 29 = h. Donc:

A(zo + h) — A(zo)
h




On passe a la limite h — 07: f étant continue sur [a,b] et donc en zo, hli]rg+ f(zo + h) = f(xo), donc par encadrement:

L—
A h)y—A

lim (zo+ 1) (20) = f(zo).

h—0+

Conclusion: A est dérivable a droite en xg et A);(zo) = f(xo)

* Vo €a, b]: soit h > 0 tel que xg — h € [a, b].
De méme, on montre que A est dérivable & gauche en g et A;(:ro) = f(=o)

Conclusion: Vzo €a,b[, A est dérivable a droite et a gauche en x¢, et Aj(zo) = f(wo) = Aj(z0), donc A est dérivable en xq
et A'(x) = f(x0).
De plus, on a aussi: Aj(a) = f(a) et Aj(b) = f(b), donc ’A est dérivable sur [a,b] et A’ = f‘

De plus, A(a) = 0 donc A est I'unique primitive de f qui s’annule en a donc on a: Va € [a,b], A(z) = / f(t)dt, et donc

b
Ab) = / F(t) dt

Proposition 9 Si [ est continue et positive sur [a,b], la proposition précédente est encore vraie: A est une primitive de f
b

sur [a,b] et A(b) :/ () dt.
a

Preuve:

* Vxo € [a,b]: soit h > 0 tel que zo + h € [a, b].

f est continue sur le segment [zg,xg + h] donc f est bornée et atteint ses bornes: il existe ¢;, € [xg, o+ h] et dp, € [xg, xo + h]
tels que:

flen)= min fet f(d,) = max f.
[z0,z0+h] [zo,z0+h]

Donc h f(cp) < A(xg + h) — A(zg) < h f(dp) et (h > 0) f(cn) < < f(dp).
On passe a la limite (h — 01): par encadrement, hlim+ ¢n, = xo, donc (f étant continue en ) hlim+ flen) = f(zo). De
—0 —0
A(zo +h) — A(zo)
h

A(xg + h) — A(zo)
h

= f(wo).

méme, lim f(dy) = f(xg), donc par encadrement, lim
h_}0+f( n) = f(zo) P Jim,

Donc A est dérivable a droite en zg et A);(zo) = f(xo)
* De la méme fagon, A est dérivable & gauche en xq et A} (wo) = f(x0)-
Et on conclut comme dans la preuve précédente.



