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Corrigé du Concours blanc - Mathématiques
Avril 2024

Corrigé de I'exercice 1.

1. Enprenantn=0,0na: u; =5uy—0+6 donc|u; =6]
Enprenantn=1,0ona: u,=5u; —8+6 donc [u, =28]

2. (@
1 |def suite_u(mn):
2 u =20
3 for i in range(l, n+1):
4 u = 5*xu - 8*%x(i-1) + 6

return u

(b) (Laréponse dépend du programme précédent)
Il'y a n tours de boucles et a chaque tour on effectue 5 opérations donc

(©

1 |[Lx = [ n for n in range(1l, 101)]
> |Ly = [ suite_u(n) for n in range(1,
101)1]
; |plt.plot(Lx, Ly,"k+")
i |plt.show()
3. (@ e Pourn=0, up=0 et 2x0=0 donc ug=>2x0.

¢ Soit n e N tel que u, > 2n,

Up+1 = bu,—8n+6
> 5x(2n)—-8n+6 car u, =2n
> 2n+6

donc uu 1 =2(n+1)

En conclusion :

| pour tout neN, u, >2n|

(b) PourtoutneN, u, >2n et lim,—,02n=+0c0 donc (Théoréeme de comparaison)

(1) diverge vers +oo |

(© i limpy—youy=+0c0 donc (définition) VAeR,AngeN:Vn > ny, u, > A

ce qui entraine en particulier :

\il existe un entier ng tel que, pour tout entier n vérifiant, n > ng, ona: u, > 10”7 \

ii.

1 |def seuil_10(p):

2 u =20

] n =20

) N = 10*x*p

5 while u < N:

6 u = b5%u - 8*n + 6
7 n += 1

8 return n




4. PournelN,

Ups1— Uy, = 4du,—8n+6
= 4(u,—-2n)+6
> 6 (caruy, >2n)

[ 1a suite (u,,) est croissante |

(@)

1 |def suite_S(n):

s =0

for k in range(n+1):
| s += suite_u(k)
5 return s

n
(b) kvadeO0anetachaque tourilya c(k) =5k opérations donc au total on fait Z 5k.

k=0
La fonction suite_S effectue W opérations‘
(©
1 |def suite_S_bis(n):
2 u =20
3 S =u
! for i in range(n):
5 u = 5%u - 8xi + 6
6 S =8 +u
7 return S

. 'né : 5oc iri : 5674 5n(n+1)
Remarque : Le nombre d'opérations effectuées ici est5n qui est négligeable devant >=5—

vers +oo.

quand n tend

(a) Conjecture: Ilsembleque:VneN, v, =5v,.

Démontrons le :

PourneN,
Unyl = Upy1—2(n+1)+1
= bu,-8n+6-2n-2+1
= bu,—-10n+5
= 5(u,—-2n+1)
= b5v,
on a bien:

[VReN, vy =50,

(b) Dans la question précédente on montre que (v,) est géométrique de raison 5 et on sait que vg = 1
donc
vneN, v,=5"

or v,=uy—2n+1 donc

[VneN, u,=5"+2n-1]




(c) PourneN,

n
Sn = Zuk
k=0
n
= Y 6" +2k-1)
k=0
n n
= Y 55+ Y k-1
k=0 k=0
1-57+1 -1+@2n-1)
= 15 +(n+1)-f (formules du cours)

Corrigé de I'exercice 2.
Partie I : Calcul matriciel

1. On calcule que:
(V2 20 vz vz V2
pPT=2|v2 1 —-V3[|-2 1 1]|==
vz 1 vaf\o -v3 v3] °®

et, de méme, PT P = I5. Ainsi P est inversible et P71 = PT.

2. On calcule successivement que :

1\/5\/5\/5811110\/510\/510\/5
PiM=pPTM=—|-2 1 1]{1 6 3|=—|[ -14 7 7
velo —v3 v3ll1 3 6 6 0 -3v3 3v3
puis
10v2 10v2 10v2\ (V2 -2 0 (60 0 0
D=P'MP==| -14 7 7 V2 1 -3 =50 42 0
0 -3v3 3v3Jiv2 1 V3 0 0 18
10 0 O
donc finalementD=| 0 7 O0].
0 0 3
3. OnaD =P 1MP donc PD=MP donc M =PDP™ L.
10" 0 0
4. Comme D est une matrice diagonale, on a pourtoutneN, D"=| 0 7" 0
0 0 3"

5. Montrons par récurrence que : YneN, M" = PD"PL,
Tout d’abord pour 7 = 0, on a d'une part M° = I3 et d’autre part PD°P~! = PP~! = I3 donc la formule est

vraie aurang n = 0.
Supposons ensuite que M" = PD"P~! pour un certain n € N. Alors, comme M = PDP~! on en déduit que :

M™'=M"M=pPD"P 'PDP ' =pPD"DP~ ! = pp"*lp!

ce qu’il fallait démontrer.
Partie II : Entrainement au triathlon

1. Comme I’athlete commence par la natation, on a ag = 1 et by = ¢y = 0. D’aprés I'énoncé, cela implique aussi
que a; =0,8,b; =0,1etc; =0,1.



2.

L'énoncé demande en fait de calculer la probabilité de I’évenement D = AgnCyN By N As. D’apres la formule
des probabilités composées on a :

P(D) =P(AgnC1N Bz N A3) = P(Ag) x P4, (C1) x P aync, (B2) X P ayncinB, (A3).

De plus, la probabilité de pratiquer une activité le jour n est uniquement influencée par 'activité pratiquée
le jour n—1. Ainsi, on a en fait

PA()HC] (BZ) = [FDC] (BZ) = 073 et I]:DAgﬁclﬂBQ (A?)) = PBZ (A3) = 0) 1

et,onaP(Ag) = ap =1etPy4,(C1) =0,1. Finalement, la probabilité recherchée est P(D) =1x0,1x0,3x0,1 =

4 1 1 1
- x —x —=——=0,008.
5 10 10 125

L'énoncé demande en fait de calculer la probabilité conditionnelle P, (A;). D’apres la formule de Bayes, on

aPp (A) =P w)xPM”
d’évéenements (A;,B;,Ci;)ona:

. De plus, d’apres la formule des probabilités totales dans le systeme complet

P(B2) = P(A1) x P4, (B2) +P(B1) x Pp, (B2) + P(C1) x P, (Ba).

Lénoncé donne : Py, (B2) = 0,1, Pp,(B2) = 0,6 et Pc,(B2) = 0,3, et comme dit plus haut : P(4;) = a; =
0,8, P(B;)=b;=0,1etP(C;)=c¢; =0,1.
Finalement la probabilité recherchée est

P(A;) x P4, (B2)
P(A1) x P4, (B2) + P(B;1) x Pp, (B2) + P(C1) x Pc, (B2)
~ 0,8x0,1 8 8
T 0,8x0,1+0,1x0,6+0,1x0,3 8+6+3 17"

Pg, (A1) =

Dans le systeme complet d’évenements (A, B, Cp) ona:

an+1 =P(An+1) =P(Ap) X P4, (An+1) + P(Bp) x Pp, (Ap+1) +P(Cp) X Pc, (Ap+1)
=P4,(An+1) x anp +Pp, (Ap+1) % by +Pc, (Aps1) X by,.

4 1 1
OrI'énoncé donne P4, (A,+1) =0,8 = = Pp,(An+1) =0,1= T etPc, (A1) =0,1= 10 On obtient donc

finalement

a —4a+1b+lc
n+1—5n 1On 10n-

De la méme maniére on obtient :

1 3 3
b =0,1a,+0,6b,,+0,3c,=—a,+—-b,+ —c¢
n+1 n n n 10 n 5 n 10 n

1
¢nt1=0,1a,+0,3b,+0,6c, = ﬁan+ —b, +—=cy.

def Probas(n):

a,b,c = 1,0,0

for k in range(n):
new_a = 4*a/5 + b/10 + c/10
new_b = a/10 + 3*b/5 + 3*c/10
new_c = a/10 + 3*b/10 + 3*c/5
a,b,c = new_a,new_b,new_c

return [a,b,c]




4 L L
P Yy
6. Posons A=|7; = 75| AlorspourtoutneNona:

T3

I0 10 5
4 1 1

AX, = @ g @ b, | = llodn-i- b + Cn =

10 10 5/ \n 10n + 150n + 3

1
On remarque de plus que A = I_OM .

. Montrons par récurrence que pour tout n € Non a X, = A" Xj.
Tout d’abord A° X, = I3 Xy = X donc la formule est vraie au rang n =0.

An+1
bp+1 | = Xnt1.

Cn+1

Supposons ensuite que X; = A" X, pour un certain n € N alors X, = AX,, = AA" Xy = A1 X, ce qu’il

fallait démontrer.

1

n
Deés lors pourtout neNona X, = A" Xy = ( M) Xo =
10 107

partie I il vient

1
— M" X, et en utilisant les questions 4 et 5 de la

10" 0 O
1 np-1 1 n -1
X,= —PD"P 'Xy= —P 0 7m0 |P7lX,.
10" 10" N
0 3
Pour conclure, on a vu ala question 1 de la partie Il que X, = (bo . On calcule donc finalement que :
v2 -2 0 (10" 0 o0 V2 V2 v2\[1
L1 v2 1 V3| o 7" o L
n= o= - —| -
0"Vl 1 w3 lo o 37)V8lo —v3 v3/lo
) V2 -2 0 (1 0O 0 \(v2 V2 Vv2\[1
:E\/il—\@o(%)"o -2 1 1]]o
V2 vaJlo o (&)")\lo -v3 v3/lo
) v2 -2 0 (1 O 0 \(v2
=5[v2 1 -vB|o (&)" o [f-2
3\
V2 v3flo o (&)")\o
V2 -2 0 V2
- 7\
=5|v2 1 -vB|[—2x(5)
V2 3 0
7 n
2+4><(—)
10
7 n
== 2—2><(—)
10
7 n
2—2x(—)
10
1 7\" 1 7\"
donca,=-+2x|—| etby=cp==—-|—| .
"3 (10) s (10)
8. Comme —1 < 5 <1ona(10)n — 0,donc lim a,= lim b,= lim c¢,=—.

n—+00 n—+0o n—+00

n—-+oo

On peut 1nterpreter ces limites par le fait qu'en temps long, 'athlete n’a plus de sport privilégié, il pratique

les trois sports de maniere équiprobable.
9. PourtoutneNona
1 7\"
—[=2x (—) et |b,—=
3 10 3
Ainsi en prenant K = 2 on a bien I’estimation souhaitée.

1

ap — 3

Cpn—

|

|

J-



Partie III : Généralisation

W+~
|»—tU‘I|>J>

1. On calcule que AX =

S|

1 1
1
(10 )(1)=§(1).AinsionabienAXoo=Xoo.
1
% 30 1 1

2. Par linéarité du produit matriciel on a pour n e N: A(X;, — Xoo) = AXy — AXoo = X1 — Xoo-

Qleig|wg]—

a

3. Soit X = (b) € E.Onadonc a+ b+ ¢ =0. Calculons alors :
c

) V2 V2 V2\(a ) V2(@a+b+c) ) 0
Plx=—|-2 1 1 ||b|===| -2a+b+c |=—=|-2a+b+c|.
‘/6(0 -v3 ﬁ)(c) ‘/6(\/5(—19+C)) ‘/é(ﬁ(—bm)
Donc PTX e F.
a, -1
4. On remarque que pour tout z e Non a X — Xo = (bn - %) Or a, =P(A,), b, =P(B;) et ¢,, =P(C,,) avec
cn—1

(A, By, Cy) formant un systéme complet d’évéenements. On a donc a, + b, + ¢, = 1 et par suite (a, — %) +
(b, — %) +(cp— %) =1-1=0.Ainsi X;, — X, € E etdonc PT(X,, — Xoo) € F d’apres la question précédente.
X
5. Notons X = | y | € 431 (R). Alors on calcule que :

z
1 \/Q -2 0 X 1 x\/§—2y
PX=—|Vv2 -V3 y)z— x\/§+y—z\/§ .
velyz 1 3 (z VBl xvz+y+2v3

Ainsi :

i x\/§—2y2 x\/§+y—zx/§2 x\/§+y+z\/§2
iorty= (W22 (BE) (Eeea

= \/é ((x\/§—2y)2 +(xV2+y—2zV3)2+ (x\/§+y+zx/§)2)

On développe alors les carrés grace a l'indication de I'énoncé :

(xV2-2y)? = 2x° —4V2xy +4y°
(xvV2+ V- zV3)? =2x% + y2 +32% + 2(\/§xy— V2V3xz- \/§yz)
(x\/§+y+Z\/§)2 =2x° +y2 +32% +2(\/§xy+ V2V3xz+ \/§yz)

En sommant ces trois expressions, les termes en xy, xz et zy se simplifient de sorte que :
1
1PX]||, = 5 (6x2+6y%+622) =\/x2+y2+ 22 = |1 X|l2

6. Pour X € /3 (R), la question précédente appliquée a P’ X € ./ 1 (R) donne ||[PPT X||, = [|[PT X||,. Or PT =
P! donc PPTX = X, etainsi || X|l2 = [|PT X|,.

ce qu’il fallait démontrer.

0
7. Soit X = (a) € F alorson a
b
10 0 0)/(0 0
1 1 ;
EDX:E 0 7 0 a| = Ea
o o 3/\p) \3b



donc

AT o o G - e

Or Va? + b? =V0? + a? + b = || X||». On a donc bien

1
‘ —DX
10

1
—DX|| =IIXll2.
10 , [1 X2

. Pour neNon a, d’apres la question 2 de la partie III et la question 3 de la partie I :

1 1 _ 1
X1 = Xoo = AXn = Xoo) = 7= M(Xn = Xoo) = 7-PDP ™ (X = Xoo) = PooDPY (X = Xoo).
Dés lors, d’apres la question 5 de la partie I1I :
1 T 1 T
[ Xn+1 — Xooll2 = [IP % EDP (Xn = Xoo)ll2 = IIEDP (Xn = Xoo)ll2.
Or d’apreés la question 4 de la partie Ill on a PT (X, — Xo) € F donc, d’aprés la question 7 de la partie III :
1= DPT (X = Xeo)lla < —[1PT (X~ Xoo)
10 n oo/ l12 = 10 n 0o/ 112-
Enfin, d’apres la question 6 de la partie III :
1PT (X = Xoo)ll2 = 11 Xn = Xooll2.

7
Finalement, on a donc || X;,+1 — Xooll2 < EIIX,, - Xooll2.

Montrons par récurrence que cela implique que :

7 n
VreN, |[Xn - Xoll2 < (E) 11X0 = Xooll2-

7 0
Tout d’abord, comme (E) =1, I'inégalité est vraie au rang n = 0.

n
7
Supposons ensuite que || X, — Xoll2 < (E) [| X0 — Xooll2 pour un certain n € N alors || X, 41 — Xoll2 < 0 X

7 7 n n+1
1 X — Xooll2 < 10 X (E) 1 X0 — Xoll2 < (E) [| X0 — Xooll2 ce qu'il fallait démontrer.

. On a en fait pour tout n€ N, || X, — Xooll2 = \/(an - %)2 + (b, - %)2 + (¢, — %)2.

En remarquant que (a, — %)2 + (b, — %)2 +(cp— %)2 > (ay, — %)2 on en déduit que

1
1 X5 — Xooll2 = (an_§)2: an— |-

3

: ’
Lestimation de la question précédente fournit donc en particulier que :

1

7 n
— === 11X0— Xoollo.
an 3' (10) || 0 oo||2

De mémeona

1 7\" 1 7\"
bp—=|=<|—| IXo—-Xxll2 et Cn—g S| lIXo— Xeoll2.

3 10 10
Finalement, on retrouve bien I'estimation de la question 9 de la partie II en prenant K = || Xy — Xooll2. Par
. " . - , ) 1 . 1
ailleurs, comme | — — 0, on obtient par théoreme d’encadrement : lim a,—-= lim b, - - =
10) n—+oo n—+o0o 3 n—+oo 3

1
lirP Cn— 3 = 0 c’est-a-dire que (ay), (by) et (c;) convergent encore vers 3
n—+o00



Corrigé de I'exercice 3.

1. (a) Soit m € R*.Pour tout x € R}, ona

Gm(Gymx) = (xllm)m =x et Gym(Gm(x)= (xm)llm —x

ce qui prouve que G, 0 Gy = Idm etGiymoGm = Idm et donc que‘ G est bijective sur RY}.

Remarque. On peut aussi raisonner en utilisant le théoréme de la bijection continue.

(b) La question précédente montre que|lorsque m et x € RY, G, (x) = Gy/pm (x) = x!/™.

(c) e Sim<0,alors G, est strictement décroissante sur R} et on obtient le tableau de signes suivant :

X 0 1 +00

x"M™ -1 + 0 -

e Sim>0, alors Gy, est strictement croissante sur R} et on obtient le tableau de signes suivant :

X 0 1 +00

xMm—-1 - 0 +

(bien sur dans ce cas G, est prolongeable par continuité en 0.)

2. La dérivée f) de f, est donnée par

VxeR), fix)=ax*'-a=a(x*"-1.

En vertu de la question précédente

e Sia<1,alors a—1<0 eton obtient le tableau de signes suivant :

X 0 1 +00

i + 0 -

e Sia>1,alors a—1>0 eton obtient le tableau de signes suivant :

X 0 1 +00

fi - 0 +

3. OnsupposequeO0<a<1.

(a) D’apres le tableau de signe de f,, établi a la question précédente, le tableau de variations de f, est

X 0 1 +00

fal®) / \




Eneffet,ona f(0)=1, f(1)=2—aetcomme 0< a<1, f,(x) = x(x* 1 —a)+1 0.

— 00
Ainsi f, est strictement croissante sur [0, 1] et strictement décroissante sur [1, +oo[ donc

le maximum de f, sur RY est f,(1) =2 - a.

(b) f4 est strictement positive sur I'intervalle [0, 1]. De plus, f;, est continue et strictement décroissante
sur [1,+oo[. En vertu du théoréeme de la bijection continue, f;, réalise une bijection de [1, +oo[ dans
fa([1,+00[) =] — 00,2 —al.

Or, comme a < 1, on déduit que 2—a > 1> 0, ce qui prouve que 0 €] — 00,2 — al.

Ainsi, 0 posséde un unique antécédent réel u(a) par la fonction f,. ’ fa Sannule en unique réel u(a). ‘

(c) Le discriminant de P(X) = %Xz — X —1vaut 3. Ainsi | P posséde deux racines réelles, 1 — V3etl++v3.
Par définition, u(1/2) est'unique réel en lequel la fonction f;,» s'annule.

Soit x € RY. Alors fi/2(x) =0 & \/_—%x+1 =0o %(\/}2)—\/}—1 =0 P(y/x)=0< xestracine de
P.

Or /x > 0 et la seule racine strictement positive de P est 1 + V3. Finalement on a établi que fi/2(x) =
0ovx=1+ V3o x=(1+v3)%=4+2v3 (laderniére équivalence en est bien une car x et 1+ V3 >0).

u(l/2) =4+2+/3. \
(d) Par définition de u(a), f;(u(a)) = 0 autrement dit

En conclusion,

u@*—aula)+1=0

soit encore
au(a) = u(a)® + 1. (%)

Or on sait que u(a) > 1 (en reprenant les variations de f,), donc on en déduit que u(a)? > 1% =1 (par
stricte croissance de la fonction x — x sur R}). De plus a < 1, donc u(a)® > 1 > a. En injectant dans
(x) on obtient que au(a) > a+ 1 soit que

1
ua)>1+—.
a

4. On sait que

1 1
Ya€l0,1[, u(a)>1+— et lim 1+ —=+oo.
a a—0* a

Par le théoréme de comparaison pour les fonctions réelles, on déduit que

lim u(a) = +oo.
a—0*

5. On suppose que 1 < a.

(a) On reprend le tableau de signes de f; dans le cas 1 < a établi question 2. Le tableau de variations de
fa estalors

fa(x) \ /

2—a

En effet,ona f(0)=1, f(1)=2—-aetcomme 1 < a, f,(x) = x%(1 - axt 9 +1 — +oo.

X—00

Ainsi f, est strictement décroissante sur [0, 1] et strictement croissante sur [1, +oo[ donc

le minimum de f, sur RY est f,(1) =2 —a.




(b)

(c)

Soit x € R*. Alors fo(x) =0 o x*-2x+1=0e (x—-1)’=0o x=1.

’ Lunique zéro de f> est u(2) =1.

Supposons que a > 2.

fa est continue et strictement décroissante sur [0, 1] (respectivement strictement croissante sur [1, +ool),
donc par le théoréeme de la bijection continue, f, est bijective de [0,1] dans [2 — a, 1] (respectivement
de [1,+oo[ dans [2 — a, +oo]).

Or f,(1) =2—a < 0donc f possede un unique zéro dans l'intervalle [0, 1], noté u(a) et un unique zéro
dans l'intervalle [1, +oo[, noté v(a).

Par ailleurs f;(0)=1#0et f,(1)=2—-a#0.

En conclusion,

fa posséde exactement deux zéros : u(a) tel que 0 < u(a) <1 et v(a) tel que 1 < v(a).

6. On suppose que a > 2.

(@

(b)

(c)

(d)

(b)

(c)

On sait que 0 < u(a) < 1 puis par stricte croissance de x — x% sur R,,ona 0 < u(a) < 1.

Or u(a)®— au(a) +1 =0, autrement dit u(a)® = au(a) — 1.

Finalement on a bien que |0 < au(a) -1 < 1.

On en déduit que

Q|-
QI

<ula) <

puis par théoreme d’encadrement que

lim u(a) =0.
a—oo

Comme lim,_.o u(a) =0, on a que

lim u(@)%=0
a—o0

(par exemple en écrivant que u(a)® = exp(aln(u(a)).)

On sait que u(a)* = au(a) —1 et que lim,—, u(a)* = 0. On en déduit que lim,_.o, au(a) — 1 = 0 soit

encore que lim,_., au(a) = 1, ce qui signifie par définition que | lorsque a — +oo, u(a) ~ é

Qe

On avu que lorsque a > 2,on a L <u(a) < %.Donc pour tout k > 2, uy = u(k) > %

a

Soit ¢ la fonction
[R+ I [R

v t —t-In(1+0 °

Montrons que ¢ est positive sur R..

@ est dérivable sur R, comme somme de fonctions dérivables et pour tout ¢ > 0,

"H=1 L _ ¢ >
Lo T

Ainsi ¢ est strictement croissante sur R, donc pour tout ¢ > 0, ¢(t) = ¢(0) = 0.
Finalement

(Vt>0, t>In(1+0).|

Soit k > 2. On déduit de la question précédente que

% >ln(1 + %) zln(%) =In(k+1)-In(k).

Or comme vy > ,lc, on en conclut que

’ Pourtout k >2, u;>In(k+1)—In(k).

10



(d)

(e)

)

(g

(h)

)

Soit n > 2. En sommant I'inégalité précédente pour k € [[2, n]], il vient que
n n
Spn=> ur>) (In(k+1)-In(k)) =In(n+1)-In(2)
k=2 k=2

la derniere somme étant télescopique.

] Pourtoutn>2, S,>In(n+1)—In(2).

Comme
nlim In(n+1)-In(2)=+00 et Vn=2, S,>In(n+1)-1In(2),
—00

on conclut par théoréme de comparaison que

lim S;, = +co.
n—oo

e

Soitk}Z.Onavuquepoura}Z,Ogu(a)é%,doncOéukg

x— xk surR,, ona

puis par croissance de la fonction

2 k
Vk>2, ogu,’gg(%) :

. L . . . k
Soitk>3.0na % < % puis, & nouveau par croissance croissance de la fonction x — x* sur Ry, (%) <
ok
(5)
5) -

Finalement

2 k
Vk>3, 0< u,’jg(—) : (%)

Soit n > 3. En vertu de la relation de Chasles :

En sommant I'inégalité (x*) pour k € [[3, n]], on obtient

g)?’ -3

Th<u;+ (—) =u; +
k=3\3 3 1-%

. . S . -2
en identifiant une somme géométrique de raison 2/3. Comme 1 — (%)n < 1, on conclut que

2 3
Vn>3, Tn<u§+3(§).

Comme pour tout k > 2, u’]z >0, |la suite (T},),>2 est croissante ‘ :

en effet pour n >2, Tpy1 — Ty = u,’;ﬂ >0.

De plus, la question précédente montre que la suite (T},) est majorée.

Par le théoréme de convergence monotone, on en conclut que ’ la suite (T,,) est convergente.
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