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Mathématiques — Révisions

COMPLEMENTS D’ANALYSE

1 Equivalents et DL

Correction exercice 1.

1 1
1. Par équivalent usuel : sin (—) ~ -,
r ) z—=+too I

Donc f(z) ~ 1.

r—r-+00

1
2. En posant X = — alors lim X = 0. Ainsi par équivalent usuel :

IS T—+00
() 1+X -1 1X L
i(x) =V — ~ =X =—.
z—~400 2 213
Ainsi @ lim i(x) = lim — =0.
et s hn te) = I 5
3. En posant X = —2% on a : lir%X = 0. Donc par équivalent usuel :
—
e =X -1 ~ X =22

xz—0

De plus, par équivalent usuel : 22 + ~o T
T—

Par compatibilité de la relation d’équivalence avec le quotient, on obtient :

2
, —x
i@ =T
Ainsi : lim j(z) = lim —z = 0.
z—0 z—0
4. Soit x > 0. En factorisant par le terme dominant au voisinage de 4oo dans le
logarithme on obtient :

[(z) =1n (x (1+é)) =In(z)+1In <1+§).

Maintenant, on factorise par le terme dominant au voisinage de +oo :
1
l(x) =In(x) (1 +1In (1 + —)) :
x
) 1
lim In (1 + —) =0.
T—+00 xT

1
lim 1—|—1n(1+—) =1.
x

T—r+00

Donc :

Ainsi : l(x) ~ In(x).

T—+00

Donc : lim I(z) = lim In(z) = +o0.
T—r+00 T—+00
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5. Soit x > 0. On a :

(z) 1 1 1 1
m(z) = — — = = :
x z+1 =z(x+1) 22+zx

Par équivalent usuel en +coona: 2> +2 ~ 2? donc par passage a l'inverse :

r—r+00

1

m@) o~
. : . 1

Ainsi: lim m(r) = lim — =0.
T—+00 T—>+00 I
6. e En 0" : par équivalent usuel on a :
r+1 ~ 1.
z—07t

En factorisant le numérateur par le terme dominant en 0" on obtient :

V>0, z—1In(z)=—1In(z) (1— lnfx))'

Or par croissance comparée :

Donc

x —In(x) e In (x).

Par compatibilité avec le quotient, on obtient :

—Inx.
n(x) ~, —Inz

Ainsi : lim n(z) = lim —In(z) = +oc0.
z—07F z—0t
e En 400 : par équivalent usuel on a :

r+1 ~ oz

T—-+00

En factorisant le numérateur par le terme dominant en +o0o on obtient :

Yz >0, z-—In(z) :x(l— ln(x)).

T

Or, par croissance comparée :

lim 1 — @)

T——400 €T

= 1.

Donc

r —In(z) LT

Par compatibilité avec le quotient, on obtient :

Ainsi: lim n(z) = 1.
r—r—+00
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Correction exercice 2.

1. On a pour tout n € N* :

0< sin(n)

<

S|

n

1
Comme lim — = 0 on en déduit par encadrement que :
n—+oo N

i S20) _ g,
n—-+o0o n

2. Pour tout n € N :

V4 14+v/n+2
vn+1++vn+2

Vn+l—vn+2=(n+1-vn+2)x

_ n+1—-(n+2)
_\/n+1+\/n+2
B —1

S Vn+1+vVn+2
— 0.

n—-+o0o

3. Pour tout n € N* on a :

Or on sait que :

1 —1
nln{1— — ~ nx—=-1.
n n—+o00 n

Par conséquent, la continuité de la fonction exponentielle en —1 donne :

lim (1 - l) — elimnrpeenln(1=5) _ -1,

n—-+oo n

1 1
4. Par équivalent usuel : sin ( ) ~ -,
n+1) nstoon

On en déduit :

(2+ e ") sin (

1 1
) n24+1 ~ 2x—=—xVvVn2+1 ~ 2x —xn=2.

n+1 n—+o0 n n—+00 n

1
Ainsi: lim (2+e")sin (—) Vn2+1=2.
n

n——+o0 +1
n2€72n
5. Par équivalent usuel : 1 —cos(ne™) ~ . Ainsi :
n—-+oo 2
n -n n2€—n
e"(1 —cos(ne™)) ~ — 0
n—-+oo 2 n—-+oo

Correction exercice 3.
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1. On sait que :

2 2 2
_1_* 3 T _ ¢ ot =3 3
cos(z) =1 5 —I—zgo(m) et e"=14+az+ 5 + 5 +xgo(:p)
Ainsi :
x .’E3 3
cos(x) +e —2—|—x—|—E+xgo(a:)
2. On sait que :
, 23 5 r  a? N
sin(z) =z ——+ o (2°) et Vid+z=14—-——+ o (2°).
6 x—0 2 8 x—0

Ainsi :

sin(z)vI+z = (33 S <x3)) (1 +E-Ty wgo(x2>>

6 z—0 2 8
I2 ZL‘3 ZL’3 3
Ty T s )
T 5
=Tty o L)
3. On sait que :
n(@) =2 - %1 o () e VITu=1+L- Tl (W)
SINlr) =r — — o (T e u = —_ — — — o (u).
6 2—0 2 8 16  z—0

Or sin(x) — 0 donc on peut composer les équivalent :
z—

\/1+Sin(:17):\/1—|—x—%3—|— o (x?)

z—0
I G ) W A )
, 2 8 16
AR R R SRR Ry
2 3
:1+§_%_j_8 azgo( 3)

Correction exercice 4.

1. Au numérateur, on a une différence de deux termes équivalents en 0. Comme on ne
peut pas soustraire les équivalents, on va plutot utiliser les DL :

T 3
3 3 6 2—0
1
x—0 6
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2. Au numérateur et au dénominateur, on a encore une différence de deux termes
équivalents en 0. Comme on ne peut pas soustraire les équivalents, on va plutot
utiliser les DL ici aussi :

(E2 x2
1+In(l+2)—e 1+x—7+xgo(x2)— (1+az—|—7+ 0 (x2))

z—0

1— -
RE=
-2+ o (2?)
x—0

2 2
2 +x9>0(x )

%+ o (1)

z—0

— —2.
z—0

3. On suit la méme stratégie pour la méme raison :

-2 4 o (22) = (z+ o (2?)
111(]. +‘/L‘) —SiIl(I) o 2 x—0 x—0 . _1 + o (1)
x? B x? 2 a0
1
— .
x—0 2

4. Toujours pareil.

exp(z?) cos(2x) =1 (1 +ot + xgo(x2>> (1 - xgo((QI)2)> -1

sin(x?) — 22 22— @ + o ((22)3) — 22
z—0
<1 + 22+ o (x2)> <1 -2+ o (1:2)) -1
_ z—0 z—0
_% + ng(xG)
1—22+ o (z%)—1
_ z—0
- 2t 6
6 +$9>0($ )
o xQ -1+ mg(] 1
= T
® " =3+ 0,0
6
x—0 x4
— +00.
z—0

sin(x)

Correction exercice 5. On considére la fonction f: 2z +— ———.
x(2 — cos(z))

1. 11 est évident que Dy = R".

sin(x
2. On sait que : sin(z) ~ 7 donc lin(l] (z) = 1. Par conséquent :
z— z— T
=1
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On peut donc prolonger continument f en 0 en posant f(0) = 1.
3. Ona:

Ainsi f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

La tangente a la courbe de f en 0 est la droite d’équation y = 1 et comme :
2
flx)—1= —§x2 + 00(x3) <0 au voisinage de 0
z—

alors la courbe de f est localement en-dessous de sa tangente en 0.

Correction exercice 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un élément
de I.

1. Supposons f dérivable en a. Alors :

et - f(@

}:LO T - f/(a)'
Autrement dit :
(CU + ai - f(a> _ f’(a) + xgo(l)
Ainsi :
flx+ ax)' —fla) _ f(@)+af' (@) +2 o (1) == f(a) +2f'(a) + o (z).

Réciproquement, si z +— f(z + a) admet le DI;(0) suivant :

flx+a)=ay+az+ o ()

z—0

alors, on a f(a) = ag et DL se réécrit :
J@+a)=f(@) +mz+ o (o).
Alors, pour tout x # 0 :

_l’_
[z + am) — fla) _ Qe ;3()(96) . xgo(l) o

Ainsi f est dérivable en a et f'(a) = a;.




Arnaud Stocker

3 - - .
2. Soit f la fonction définie sur R par Vo € R, f(z) = v (x) stz 70 :

0 siz=0
(1 , . (1
Comme x > sin | — | est bornée alors limzsin [ — | = 0.
x z—0 x
Ainsi :
flx)= o (2°)
x—0

qui est bien un DLy(0) de f.
En particulier, f posséde un DL;(0) donc elle est dérivable en 0 et f'(0) = 0 (le
coefficient d’ordre 1 du DL).

Pour tout x # 0, on a par ailleurs :

f'(x) = 32*sin (i) — X COS G) .

Etudions la dérivabilité en 0 de f’ :
!/ ! 1 1
x T x

1
On a déja vu que lin(l) 3z sin (—) = 0 donc f’ est dérivable en 0 si et seulement si
xr—r T

1
T — COS (—) admet une limite finie en 0.
T

Supposons par 'absurde que ca soit le cas et notons ¢ la limite.
Alors, pour toute suite (u,) qui tend vers 0, on aurait

1
lim cos <—> = /.
n——+oo Up,
1

— Avec (u,) = (2—), on a alors ¢ = 1.

nw
1

2nm + 5

— Avec (u,) = (

Countradiction.

), on a alors ¢ = 0.
Ainsi f’ n’est pas dérivable en 0 et donc f n’est pas deux fois dérivable en 0.

2 Divers

Correction exercice 7. Soit t > 0. Pour tout € R, on pose : Pi(z) = 2° + tx — 1.

1. La fonction P; est dérivable et pour tout z € R :
P/(z) =32+t >0

avec égalité si et seulement si z =t = 0.

Ainsi P, est strictement croissante et continue sur R. D’aprés le théoréme de la
bijection, elle réalise une bijection de R dans R (en étudiant les limites en +oo.

Par conséquent, il existe un unique réel u(t) tel que Pi(u(t)) = 0.
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2. (a) Ona P(0)=—-1<0=PF(u(t) < P(1) =t.
Par croissance stricte de P;, on en déduit donc :

0 <u(t) <l1.

(b) Soient 0 <t < s et montrons que u(t) > u(s). Pour cela, on va calculer P;(u(s))
et regarder son signe :

Pi(u(s)) = u(s)® +tu(s) — 1 = u(s)* + su(s) — 1 + (t — s)u(s)
= P(u(s)) + (t — s)u(s)
— (¢ - s)u(s)
< 0= P(u(t)).

Comme P, est strictement croissante, on a donc :
u(s) < u(t).

(c) D’aprés les questions précédentes, u est décroissante et bornée donc par le
théoréme de la limite monotone, elle admet une limite finie £ en +oo.

De plus, pour tout ¢t > 0 on a

0= Put) =ut)® +tut) =1 ie tu(t)=1—u(t)’
Si ¢ # 0, le membre de gauche ci-dessus tend vers +oo alors que le membre de
droite tend vers 1 — ¢ ce qui est absurde.
Ainsi £ = 0.
3. Soit y €]0,1]. On a pour tout t € R, :

1—y3

Y

y=ult) =y’ +ty—1=0=t=

Cela montre que u est bijective de R, vers |0, 1] et que sa bijection réciproque est
la fonction v définie par :

Vy 6]07 1]’ U(y) =

4. (a) Il est facile de voir que v est continue et strictement décroissante. Le théoréme
de la bijection assure alors que sa bijection réciproque, a savoir u, est continue
sur R,.

(b) On sait que v est dérivable et que :

23 + 1
=
Comme v ne s’annule pas sur |0, 1], sa bijection réciproque u est dérivable sur
R, et pour tout t >0 :

< 0.

vy €]0,1], V'(y) =
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Correction exercice 8. Soit (u,),en+ une suite croissante convergeant vers une limite
finie £. Pour tout n € N* on pose :

up 4+ Uy
Uy =
n
1. Soit n € N*. On a
Uy + o F Uy F Uy U+ Uy,
Un+1 — Un = -
n+1 n
Conuy e Uy F Ny — (0 Dug — - — (04 Duy,
n(n+1)
_nun+1_u1_"'_un
B n(n+1)

Or la suite (uy,),en étant croissante, on a :

Ainsi

NUpi1 2 Uy + -+ Uy

Donc (vy,)nen+ st croissante.

VE e [L,n] wni1 > ug.

et vp1—v, >0.

Par ailleurs, (u,),en+ est convergente donc majorée. En notant M un majorant, on

a

Vn e N* o,

_wmttu M4+ M

=M.

n

n

Ainsi (vy,)nen+ est croissante et majorée donc elle converge.

2. Soit n € N*. On a :

par croissance de (uy,)nen

v _u1+..._|_u2n u1+...+un+...+u2n
an 2n N 2n
_U_n un+l+"'+u2n
2 2n
- 2 2n
Un, nuny,
> "
- 2 2n
Uy, + Uy,
U 2 .

3. Soit ¢ la limite de (v,)nen+. En passant a la limite dans la relation précédente on

a .

0+

>
- 2

ie U'>1.

D’autre part, la suite (u,),en+ étant croissante :

Vn € N,

n

D’oul en passant a la limite :

Finalement ¢ = ¢'.

Uity

n

<.

<un_|_..._|_un
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Correction exercice 9.

1. D’aprés les théorémes sur les opérations sur les fonctions dérivables, la fonctions ¢
est dérivable sur R’ . De plus,

(zx1+In(z)) zQx—(xln(m)—l) _ x;l -

Ve e Ry, ¢'(z)= 0.

Ainsi, ¢ est strictement croissante sur RY .
e Par croissance comparée on sait que : lim xIn(z) = 0. Donc par opérations

z—0t
sur les limites, on obtient :
li = —0o0.
Ji ole) = —oo
e On a .
li = 1l 1 —— ) = )
et = i (in6e) ) = e
Ainsi :
x 0 +00
Signe
de ¢'(z) i
Variations +0o0
de 80 oo /

2. La fonction ¢ est continue et strictement croissante sur |0, +oo[. D’aprés le théoréme
de la bijection, elle réalise donc une bijection de |0, +o00] sur ¢(]0, +00[) = R (et sa
bijection réciproque est continue et strictement croissante). En particulier, comme
0 € ¢(]0,400]) = R, il posséde un unique antécédent par . Ainsi, ’équation
() = 0 posséde une unique solution, notée a.

Par ailleurs,
e—1

p(1) = -1 <0=pla) <ple) = —.

Par croissance stricte de ', on a donc
I<a<e

et a fortiori a € [1, €].
3. Pour tout n € N, soit P(n) la proposition « w, est bien défini et u, > a» et
montrons par récurrence que : Vn € N, P(n) est vraie.
e Initialisation : comme uy = e, P(0) est vraie d’aprés ce qui précede.
e Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n et montrons
que P(n + 1) est vraie.
Par hypothése de récurrence, on sait que wu, est bien défini et strictement
supérieur a «. En particulier u,, appartient a I’ensemble de définition de . Par
conséquent, u,.1 = ¢(u,) + u, est bien défini. De plus, on a, par hypothése de
récurrence et croissance stricte de ¢ :

Un+1 = @(un) + Uy > @(OZ) ta=a.

Ainsi P(n + 1) est vraie.

10
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e Conclusion : par le principe de récurrence

vn € N, wu, est bien défini et u,, > a.

4. Supposons que (U, ),en converge vers une limite finie L. En passant a la limite dans

Iinégalité précédente, on trouve :
L>a>0.

Or, z — p(z) 4+ est continue sur |0, +oo[ donc L est un point fixe de z — p(x) + .
Soit x > 0.
px)+r=12<<= ¢(r) =0z =a.

Ainsi, si (u)nen converge vers une limite finie L nécessairement L = av.

. SoitneN. On a:

Up4+1 — Up = @(un) + Uy — Uy = QD(Un)
Or, u,, > « donc par croissance de ¢ on a :
Ups1 — U = @(uy) > p(a) = 0.

Donc ;1 > uy,.
Ainsi : Vn € N, w1 > uy,.
La suite est donc croissante.

. La suite (up)nen étant croissante, d’aprés le théoréme de la limite monotone soit

(Un)nen converge vers une limite finie L soit (uy,),en diverge vers +oo.
Supposons que (u,),eny converge vers une limite finie L. Alors, d’aprés la question
4, L = av. Or, par croissance de (u,),en, pour tout entier naturel n on a :
Uy < Uy,.
Par passage a la limite on obtient :
Uy < .

Cela contredit la question 3.

Par conséquent, (u,),en diverge vers +o0.

Correction exercice 10.

1. La fonction f est le produit de deux fonctions dérivables sur R, donc f est dérivable

sur R, et :
VeeR,, fl(z)=(1-x)e".

Par ailleurs, par croissance comparée : lim f(z) = 0. On en déduit :
r—r+00

T 0 1 +00
Signe
de f/(x) _I' O -
Variations e !

11
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2. Soit n > 3.

La fonction f est strictement croissante et continue sur [0, 1] donc, d’apreés le théo-
réme de la bijection, f réalise une bijection de [0, 1] sur f([0,1[) = [0,e"![. Or

n>3>e¢l

Donc : % e f([0,1]).

1
Par conséquent, — posséde un unique antécédent par f sur [0, 1] c’est-a-dire que
n

I'équation f(z) = — posséde une unique solution sur [0, 1[. On la note w,,.
n

De méme, f est strictement décroissante et continue sur [1,+o00[ donc, d’aprés le
théoréme de la bijection, f réalise une bijection de [1, +oo[ sur f([1, +oo[) =]0,e™![.
Or

n>3>el

1
Donc : — € f([1, +0o0]).
n
1
Par conséquent, — posséde un unique antécédent par f sur [1, +oo[ ¢’est-a-dire que
n
I'équation f(z) = — posséde une unique solution sur [1,4o00[. On la note v,,.
n

1

Finalement, 'équation f(x) = — posséde bien deux solutions sur R, et on a :
n

U, <1< v,.

. Dans la question précédente on a montré que

Vn >3, wu,€[0,1] et wv,€[l, 400

. Par définition, de la suite (u,),>3 on a :

1
Vn >3, flu,) =—.

n
Soit n € N. On a donc

1
n+1

flun) =5 > Flunys) =

Supposons par 'absurde que u,, < u,,1. Comme f est croissante sur [0, 1] et que u,
et u,41 sont dans [0, 1] alors on en déduit :

fun) < f(unia).

Contradiction. Ainsi : u, > U,y1.
Donc : Vn > 3, u, > Upiq.
La suite (uy,),>3 est donc strictement décroissante.

Soit n € N. De méme supposons par ’absurde que v,, > v,,11. Comme f est décrois-
sante sur [1, 400 et que v, et v,,; sont dans [1, +oo[ alors on en déduit :

1 1

—= f(on) < f(vng1) = PR

12
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Contradiction. Ainsi : v, < v,41.
Donc : Vn > 3, v, < vpi1.
La suite (v,),>3 est donc strictement croissante. '

5. D’aprés les questions 3 et 4, la suite (u,),>3 est décroissante et minorée. Par le
théoréme de la limite monotone, elle converge donc vers une limite ¢.

S

De plus, on sait que pour tout entier supérieur ou égal & 3, on a : f(u,) =
En passant a la limite dans cette égalité, compte tenu de la continuité de f, ¢ vérifie
donc

1
¢ — |3 — 1 —_ =
te" = lrtgf(Un) N nEIEOO n 0.

Ainsi ¢/ = 0. Donc lim u, = 0.

n—-+o00

D’aprés la question 4, la suite (v,),>3 est croissante. Par le théoréme de la limite
monotone, soit elle converge vers une limite ¢ soit elle diverge vers +o0.

Supposons qu’elle converge vers une limite finie /. On sait que pour tout entier
supérieur ou égal & 3, on a : f(v,) = —.

n
En passant a la limite dans cette égalité, compte tenu de la continuité de f, ¢ vérifie

donc

1
¢ — |3 — 1 —_ =
te" = lair—{lf(vm - nl—l>r—lr-1t>o n 0

Ainsi £ = 0.
Mais : Vn > 3, v, > 1.
Donc par passage a la limite ¢ > 1. Contradiction.

Ainsi (vy,)n>3 diverge vers +oo : lim v, = 400.
- n—-+o0o

6. Par la question précédente : lim e " =1 donc on a :
n—-+o0o

1 1
7. On sait par la question précédente que u,, = —+ o <—) donc :
n n—-+o0o n

2. () itoo ()
1 Un 1 e | " p—+too T 1
un——ze———ze = mas = fracln®* + o ( )
non

n n n—4oo \ N2

1. On aurait aussi pu utiliser la bijection réciproque de f sur [0, 1] et [1,4o00[ respectivement.
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