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Exercice 1.
X
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5. lim = —o00 par produit de limites usuelles ;

z—0t X
6. lim+ In (x)e” = —o0 par produit de limites usuelles.

z—0

Exercice 2.
Exercice 3. Soit f la fonction définie sur R par
Ve €R f(r) = (1—12)° + .

On définit la suite (un)nen par ug = 0.4 et upy1 = f(uy,) pour tout n € N.
1. (a) La fonction f est dérivable sur R et pour tout x € R :

fl(r)=-3(1-2)*+1=—-32%+ 62 — 2.

1l s’agit d’un polynome du second degré, donc :

1 1
x —00 1—— I+— +o0

V3 V3
f'(z) - 0 + 0 -

f +oo\ / \_OO

(b) En se concentrant sur [0,1], le tableau devient :

1
x 0 1—-—— 1

V3

f 1\ /1
f(l—%)z%\/g+l—\/§>0.

avec !
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Ainsi, £(10,1)) €J0, 1] (+).
On montre alors par récurrence que pour toutn € N, 0 < u,, < 1.

Pour tout n € N, soit P(n) la proposition «wu, €]0,1] » et montrons par
récurrence que : Vn € N, P(n) est vraie.

o Initialisation : comme uyg = 0.4, P(0) est vraie.

o Hérédité : soit n € N et supposons P(n) vraie. Montrons que P(n+ 1) est
vrae.

Par hypothése de récurrence, on sait que w, €]0,1[. D’aprés (x), on a
donc :

un+1 = f(un) E]O, 1[
Ainsi P(n+ 1) est vrate.
e Conclusion : par le principe de récurrence

VneN, wu,€]0,1]
2. Soit n € N. Comme u, <1, on a :

Up41 — Un = f(un) - Up = (1 - Un>3 > 0.
Donc Uy > Up.
Ainst : Vn € N, upi1 > up.
La suite est donc croissante.
3. La suite (uy)nen est croissante et majorée donc elle converge.
Notons € sa limite.
On sait que pour tout n € N, u,q = f(uy).
Comme f est continue par passage a la limite on a : f(£) = (.
Or:fl)=l<= (1-0P=0<1(=1.
Ainsi (u,) converge vers 1.
Exercice 4. Déterminer un équivalent simple de chacune des suites (up)nen Sutvantes.
1. On a pour n € N* :
un:ln(l—l—l—e*n%) avec  lim 1—e a2 =0,
n——+o0o
Par équivalent usuel on a :

_
U, ~ l—e 2.

n—-+0o00
Or comme lim —— =0 encore par équivalent usuel :
n—-+4oo n2
1 1
U, ~ l—e 2 ~ —,
n—-+o00 n—-+4oo n2

2. Ici, on va multiplier par la quantité conjuguée :

VneN, u,=vV4An2+5n+2 —Vin2 +n+1

VA2 +5n+2+VaAn2 +n+1
VA2 +5n+2+V4An2 +n+1

= <\/4n2+5n+2—\/4n2+n+1) X

B dn +1
VARZ £ 5m+ 2+ Va2 +n+ 1
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Le numérateur est équivalent a 4n par les équivalents usuels.
Pour le dénominateur, pour tout n € N on a :

1
\/4n2+5n+2+\/4n2+n+1—\/4n2(1+——|—— \/4n2 1+4— —)

4n?
—27”/1—1——-1— +2m/1+—+
TL
= \/ +\/1+ +— L
N dn  4n?

) 1 1 1
Or - HETOO /1 + g 4+ 53 5/ 1+ . +— P = 2. Donc, par compatibilité avec le

produit, on a :

VA2 +5n+2+VaAn2+n+1 ~ 2nx 2,

n—-+o0o
puis, par compatibilité avec le quotient :

4n
u ~ .
" n—+oo 21 X 2

Ainsi :u, ~ 1.
n—4o0o

Exercice 5. Déterminer le DL des fonctions suivantes en 0.

1. D’apres les DL usuels, on a :

In (1+:v)—93—x—~|— o (z%).

Par conséquent :
Zz 2 2

2. On remarque que :

Donc par DL usuel :

b(x)—1+§x+§x —i—gﬁgo(:v )—1—§x+§x —i—gﬁgo(:v ).

Exercice 6. D’apres les DL usuels, on a :

2

xr __ '1:_ 2
ef=1+x+ 5 —i—mgo(m)

et
22
m(l+z)=2—"+ o (2%).
2 z—0
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Ainsi :
x? N x? N
e —1—ln(1—|—x):1+x+5—|—mgo(x )—1— (x—5+mgo(x ))

— 2 2y _ 2
-t +m£>0(x ) mgo(x )

-

— 2
ach(x )

_ .2 2
="+ mgo(x ).

Ainsi, d’apres la caractérisation de la relation d’équivalence, on obtient :

" —1—In(l+x) ~ 2%

z—0

Par compatibilité des équivalents avec le passage au quotient on obtient :

Done lim f(x) = 1.

z—0

1 Probabilités

Exercice 7.

1. (a) def X(p):
if np.random.rand () <p:
return +1
return -1

def T(n,p):
prod=1
for k in range(n+1):
prod=prod*X(p)
return prod

(b)
def Esp(n,p,NS=10000):
E=0
for s in range(NS):
E+=T(n,p)
return E/NS

2. (a) On a

et, comme X% =1,

V(X) = E(X?) ~E(X)* =1 - (2p— 1)’ = 4(1 - p)p.
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(b) Par indépendance des Xy, 0 < k <mn,

n

E(T,) = [[E(X) = (2 — 1),

k=0

(¢c) Comme T, est a valeurs dans {—1,1}, en posant p, =P(T,, = 1), onal—p, =
P(T, =—1) et
E(T,) =2p, — 1

Donc il vient que

1
pn =51+ 2p = 1)),

3. On cherche a déterminer cette loi par une autre méthode. On pose pour n € N,
pn=P(T, =1).
(a) En considérant le SCE ([X,11 = 1], [Xpni1 = —1]), on a

P(Tpir =1) = P([Tpr = 1N [Xpy1 = 1)) + P([Thrpq = 1] N [Xpyr = —1))
= P(T = 1N [Xpp1 = 1)) + P([T, = =1 N [Xpyy = —1])
(indép.) = P(T, = 1)P(Xps1 =1) +P(T, = —1)P(Xppq = —1)
= pap+ (1 —pn)(1—p)
= (2p—Dpn+(1—p)

(b) La suite (p,) est arithmético-géométrique. La raison est (2p — 1). Le point fize
1
a vérifie a = (2p — 1)a+ (1 — p) donec a = 5 (on suppose p # 1).
Ainsi
VneN, p,=(2p—1)"(po—a) +a

Sachant que py = p, on retrouve bien
1 n+1
Vn € N, pn:§((2p—1) +1).

On a donc

1 1
P(Tn=1)=5((2p - D"t +1) 5 P(T,=-1)= (=2 - 1) 4 1),
Enfin : E(T,) =P(T, = 1) = P(T,, = —1) = (2p — 1)
4. Soit N une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parameétres m € N* et

q €0, 1[, indépendante des Xj.
N

On définit T =Txn = HXk et on admet qu’il s’agit d’une variable aléatoire.
k=0
(a) La variable aléatoire T est a valeurs dans {—1,1}, calculons P(T = 1) en
conditionnant sur les valeurs de N : la famille d’événements (N = n)pepim]
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est un SCE et on a donc

P(T=1) = Y P(T=1N=n)
— %:P(Tn —1,N=n)
(indép.) = ép(Tn — 1)P(N = n)
De méme,
P(T =—1) = Zm:IP’(Tn — —1)P(N = n)
et finalement
E(T) =P(T =1) —P(T = —1) = io(IP’(Tn — 1) = P(T,, = —1))P(N = n)

= i%E(Tn)P(N — )

E(T) =Y (2p—1)""'P(N = n)
=3 (1) oz -
==Y (7)o

=2p—1)(¢2p—1)+1—¢q)" (par le binome de Newton).

Ensuite, on raisonne comme pour T, : On a

et donc
P(T = 1) = E<T;“ . P(T=—-1)=1-P(T=1)
Exercice 8. On note B = (e1, e, e3) la base canonique de R® et on considére I’endomor-
phisme f de R® dont la matrice dans la base B est A = —? —1 —?
-1 0 -1
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1 1 1
1. On vérifie que A>=| 0 0 0 | et A% = 03,3.
-1 -1 -1

2. Soit (x,y,2) € R®. Par définition de la base canonique de R®, on a :
(x,y,2) = wey + yey + zes.

Par définition de la matrice de f dans la base canonique, pouri € {1,2,3}, la i-ieme
colonne de A correspond aux coordonnées de f(e;) dans la base canonique. Ainsi :

f(el) = (27_17_1) ; f(€2) = (17_170) ) f(€3> = (27_1a_1)'
Par linéarité de f :

f(z,y,2) = f(xer +yes + ze3) = xf(e1) + yflea) + 2f(e3)
= 2(2,-1,—1) + y(1,—1,0) + 2(2, -1, 1)
=Q2r+y+2z,—r—y—z,—1—2).

3. Soit (r,y,z) € R>.

2r+y+2z = 0

(I,y,z)Eker(f)<:>f(x,y,z):(0,0,0)<:> —r—Yy—z = 0
—r—z =0
r = —z

Ainsi ker(f) = Vect ((—1,0,1)).
La famille ((—1,0,1)) est génératrice de ker(f) et comme elle n’est constituée que

d’un vecteur qui est non nul, elle est libre. Ainsi ¢’est une base de ker(f) et dim(ker(f)) =
1.

Par le théoréme du rang :
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R?)

donc dim(Im(f)) = 2.
Par ailleurs :

Im(f) = veCt(f(el)a f(62>7 f<€3)) = veCt((27 _17 _1>7 (17 _17 0)7 (27 _17 _1))
= Vect((2,—-1,—-1),(1,—1,0)).

La famille ((2,—1,—1),(1,—1,0)) est génératrice de Im(f) et de cardinal 2 = dim(Im(f)))
done c’est une base de Im(f).
4. (a) D’apres la premiére question A? posséde trois colonnes identiques et non nulles
donc elle est de rang 1.

Or on sait que A est la matrice représentative de f* dans la base canonique
donc

dim(Im (f?)) = rg(4*) = 1.
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(b)

(¢)

Soit (z,y,z) € Im (f?) : il existe (a,b,c) € R® tel que (z,y,2) = f*(a,b,c).
Ainsi :
fla,y,2) = f*(a,b,c) = (0,0,0)
car f* lapplication nulle (car A* =0).
D’apres les questions précédentes on sait que
— Im (f?) C ker(f)
— dim(Im (f?)) = 1 = dim(ker(f)).
Ainsi Im (f?) = ker (f).

5. Le but de cette question est de montrer que Im (f2) = ker (f) par une autre méthode.

(a)

(b)

6. (a)

(b)

D’apres la question 2, on a
fer) = fAea) = f3(es) = (1,0, -1).
On en déduit comme a la question 3 que :
Im (f?) = Vect(1,0,—1))

puis que Im (fz) = ker (f) par la question 3 également.

Le cardinal de la famille B = (e1, f (e1), f? (e1)) est égal a 3 = dim(R?). II
suffit donc de justifier que B' est libre.

Soit (a,b,c) € R® tel que ae; +bf(er) +cf*(ex) =0 (%). En appliquant f* et
compte tenu du fait que f> = f*=0ona:

0=af*(er) +bf>(er) +cf'(er) = af?(er)

et comme f*(e;) # (0,0,0) on en déduit a = 0.
On a donc bf(e1) +cf?(ex) =0 (%) et en appliquant f :

0="bf(e1) + cf’(e2) = bf?(ex)

qui permet de conclure b = 0.

La relation () donne alors cf*(ey) = 0 donc ¢ = 0.
Ainsia=b=c=0.

La famille B’ est libre et par ce qui précéde ¢’est une base de R3.

Les coordonnées de f(e1) dans B sont (0,1,0) : cela donne la premiére colonne
de N.

Les coordonnées de f(f(e1)) = f*(e1) dans B sont (0,0,1) : cela donne la
deuziéme colonne de N.

Les coordonnées de f(f*(e1)) = f*(e1) = (0,0,0) dans B' sont (0,0,0) : cela
donne la troisieme colonne de N.

000
Ainsi N=(1 0 0
010
Soit u € R? et notons (a,b,c) ses coordonnées dans B'.

Alors
a

0
ueker(f)<= N|b|=[0] <= a=0b=0.
0
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Ainsi ker(f) = Vect(f?(e1)) = Vect((—1,0,1)).

De méme :

Im(f) = Vect(f(e1), f*(e1)) = Vect((2,—1,—1), (1,0, —1)).
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