CHAPITRE 3

SERIES NUMERIQUES

3.1 Séries numériques

3.1.1 Définition et propriétés

— Définition 3.1 (Série numérique)

Soit (un)n>n, une suite numérique.

On appelle série numérique de terme général u, et on note g Uy la suite
n>ng

(Sn)n>n, définie par
Yn > ng, Sp= Z U,

k=ngo

La suite (Sy,)n>n, est aussi appelée la suite des sommes partielles de la série Z Uy -
n>ng

— Définition 3.2 (Série convergente, série divergente)

En conservant les notations de la définition précédente. On dit que la série Z U

n>ng
— diverge si la suite (Sy,)n>n, diverge;
— converge si la suite (Sy,)n>n, converge. Dans ce cas, sa limite est appelée la

+oo
somme de Z Uun, et notée Z Up,.-

n>ng n=ng

Exemple 3.1.

1 1
1. La série g — est la suite <2 — ) est convergente. En effet :
2n 2n
n>0 n>0

n 1
1 ]-_2n+1 1
k=0 2
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1
La suite des sommes partielles <2 — 2n> est convergente de limite 2. Ainsi la série
>0
1 = -
Z on converge et Z Uy = 2.
n>0 n=0

n(n+1
2. La série Z n la suite <(+)> et est donc divergente.
n>0 2 n>0

Exemple 3.2 (Séries télescopiques).

1

1. Etudions la nature de la série Z ﬁ
n(n

n>1

est convergente a 1’aide d’un télescopage.

1 1 1
— (Classi !) Pour tout n € N, —— = — — .
(Classique!) Pour tout n nmt D n il

— Pour tout n € N*,
n

Sy
k‘(k‘—|—1)_ E k+1/) n+1 n—s+oo

k=1 k=1

— La suite des sommes partielles converge vers 1 donc la série est convergente et sa

somme vaut 1 :
+oo 1

2wy b

2. Plus généralement, soit (uy)nen une suite de réels. Alors

(Un)neN converge <:>Z(un+1—un) converge.

En effet, pour tout n € N* par télescopage :

n

Z(uk-H —UR) = Upy1 — Ug.
k=0

Remarque 3.1.

1. Les séries étant des suites particuliéres, toutes les techniques d’étude de ces derniéres
peuvent s’appliquer aux séries.

2. On ne change pas la nature (convergente ou divergente) d’une série si on modifie, ajoute
ou retire un nombre fini de termes.
En particulier, Z Uy, et Z Uy, sont de méme nature.
n>ng n>0
Attention cependant, en cas de convergence, la valeur de la somme change!

3. 1l ne faut pas confondre les notations :

— g Upn qui désigne une suite;

n>ng

n
— Z ug qui désigne un terme de la suite ci-dessus;
k=ng
“+o0o
— Z Uy qui désigne, en cas de convergence, la limite de la suite ci-dessus.

n=ng
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— Proposition 3.1 (HP)

Soit g Uy Une série numeérique.
n>ng
Si la série est convergente alors la suite (up,)n>n, converge vers 0.

Preuve : Supposons que Z Uy est une série numeérique convergente et notons £ sa somme
n>ng

(i.e. sa limite).

Alors, pour tout n > ng, on a :

n n—1
Uy = Zuk— Zukmf—ﬁz().

k=ngo k=ng

Remarque 3.2.

1. Attention : la réciproque est fausse ! On peut avoir u,, —— 0 et E uy divergente :
n——oo
n>ngo

c’est le cas par exemple pour la série Z 1 (voir le paragraphe suivant).
n>1
2. C’est surtout la contraposée qui est utile : si (u,) ne converge pas vers 0 alors la série
Z uy, est divergente (on dit alors qu’elle est grossiérement divergente).

n>ng
1 n
Exemple 3.3. La série Z (1 + ) est divergente car :

n
n>1
. 1\"
lim <1+) =e#0.
n

n—-+o0o

—{ Proposition 3.2 }

Soit g Uy, et E v, deux séries numériques et soit A, 4 deux réels.

n>ngo n>ng
Si Z Up, et Z v, convergent alors la série Z (Auy, + poy,) converge et :
n>ngo n>ng n>ng
o0 —+o00 +o00
Z(/\un—l—/wn):)\ Z Up + Z Up.-
n=ng n=ngo n=mno

Preuve : Supposons que E Uy, et g vy, convergent et soit A, pu deux réels.
n>ng n>ng
Pour tout n > ng on a par linéarité des sommes finies :

n n n “+o00 “+00
Z()\uk—i-/wk):)\ Z U + Z vkmA Z Up + [ Z Un.
k=ng k=ng k=ng n=no n=no




Arnaud Stocker

Cela prouve que Z (Auy, + pop) converge et :

n>ng
+o0 +o0 400
n=ng n=ng n=ng

Remarque 3.3.
1. Lorsque Z uy, diverge et Z vy, converge alors la série Z (Aup, + pvy,) diverge dés que

n>ng n>ng nzng
A#£0.
2. Lorsque Z Uy, €t Z vy, divergent, on ne peut en général pas conclure sur la nature de
n>ngo n>ng
Z (Aup + pvy).

n>ng

3.1.2 Exemples de référence

— Proposition 3.3 (Séries de Riemann)

. 1
1. La série E — converge.
n

n>1

. 1. . .
2. La série E — diverge (série harmonique).
n
n>1

Preuve : Cette preuve illustre la technique dite de comparaison série /intégrale qui consiste a
ramener ’étude de la série & I’étude d’une intégrale.

1
Pour a € {1, 2}, on note (Sy),>1 la suite des sommes partielles de la série Z — et on considére
n>1
la fonction f définie sur |0, +oo[ par

vt €)0, 400, f(t) = tl

1. La fonction f est décroissante : elle est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout ¢ €]0, 400 on a

fl(t) = —at™ <.

k
2. Pour tout k >2on a: f(k) < f@)ydt < f(k—1).
k—1
En effet soit k& > 2. Pour tout t € [k — 1, k| on a par décroissance de f :

f(k=1) = f(t) = f(k).

Par croissance de l'intégrale (les bornes étant rangées dans 1’ordre croissant), on obtient :

k= [ se-naz [ poas [ = i,
k—1 k—1 k—1
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Flk—1)frmrmrnzns
S Fmeeee
£
k—1
k
L] Al
3. En sommant ces inégalités pour tout k = 2,...,n, on obtient :
n n k n
Sk <SS [ fndt <y fk—1)
k=2 k=2 k=1 k=2

et, en utilisant la relation de Chasles

n

> F(k) /nft)dtg flk—1).
k

k=2 =2

Finalement, on obtient, pour tout n > 2 :

Sp—1< / F(t)dE < St
1

n [ —1] sia=2
4. On sait que / f(t)dt = 1
1
[In(t) ]} sia=1

— Pour a = 2, on a donc
n 1
Snﬁ/ fydt+1=2—-—<2.
1 n

La suite (Sy)n>1 est donc majorée. De plus, elle est croissante car pour tout n > 1,

1
Sp+1 — Sp = — > 0. Par conséquent, (Sy),>1 converge.
o >

Sp—1 > /1nf(t)dt =1In(n)

et par comparaison, la suite (Sy,),>1 diverge donc vers +oo.

— Pour a =1, on a donc
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— Proposition 3.4 (Séries géométriques)

Soit ¢ € R. Les séries Z q", Z qu L et Z k(k —1)q convergent si et seulement
k>0 E>1 k>2
si |g| < 1. Dans ce cas, on a

400
k
S
k=0
+o00 1

- quk—l —

— )2’
— (1—q)

+00 o 9
— kZQk:(k;— De = g5

Preuve : On remarque déja que si |¢| > 1, les séries sont grossiérement divergentes.
Soit |g| < 1 et montrons que les séries convergent.
Pour tout n € N*, on note f,, la fonction définie sur | — 1, 1] par :

1_x+1
Ve el — 1,1, falz Z:p .

11—z
— Comme |g| < 1, on a donc hr}rq q" = 0 et par conséquent ’égalité ci-dessus entraine que
n—-—+0o0
Z q" converge et
k>0

+oo . ) 1— qn+1 1
E q" = lim = .
— n—+co 1 —¢q 1—¢q

— La fonction f,, est dérivable car polynomiale et en dérivant on a pour tout z €] — 1,1] :

Zk‘mk 1 —(n+1Dz"(1—z) 41—zt
(1—z)? '

Comme |g| < 1, on en déduit comme précédemment que Z kq® converge et
k>0

Jr
n—+00 (1—q)? (1-q)%

— On procéde de maniére identique en dérivant une deuxiéme fois f, pour obtenir une ex-
n

pression de Z k(k —1)z*2.
k=2

n2
Exemple 3.4. Etudier la nature et, le cas échéant, trouver la somme de la série Z
32n+1"

n>0

On remarque que pour tout n > 0 :

n? Inn—1)4n 1nn-1 1 n

32n+1 ~ 3 gn T ]1 9n—2 + 927 gn—1
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Ainsi la série est une combinaison linéaire de la série géométrique dérivée d’ordre 1 et d’ordre 2

< 1.

1
de raison ' -
9

Elle est donc convergente et :

+oo 2 n—l 1 +oo n
Z3Qn+1:3 922 gn—2 3.9297171
n=0 n=0
2 n 1 1
S
1
256

Proposition 3.5 (Séries exponentielles)

n
) %
Pour tout x € R, la série E — est convergente de somme €.
n!
n>0

Preuve : (Admis) Exercice pour les plus avancés : soit n € N. On note f, la fonction

définie pour tout s € R :
n Sk s ot
_ 2 s n
5) = k!—l—e/n!tdt.
k=0 0

1. Montrer que f, est dérivable et calculer sa dérivée.
2. En déduire que f,, est solution d’une équation différentielle homogéne puis déterminer f,,.
"ok (| Dn—&—l
3. Déduire de la question précédente que : Vn € N, |e* — Z elel
k! n!
k=0
n
4. En déduire que Z —7 converge et que sa limite est e*.
o™
O
n+7
Exemple 3.5. Etudier la nature et, le cas échéant, trouver la somme de la série Z TR
n!
n>0
On remarque que pour tout n > 1 :
1
it 1))
2nn! 2(n—1)! n!
Ainsi pour tout n > 1 :
n n 1\k—1 n 1\ k n—1 /1\k n 1\ k
Zk+7:lz(§) +7z(§) 1) Y7 (3) .
2k k! 2 (k—1)! ! 2 ! !
k=0 k=1 k=0 k=0 k=0

La série est donc combinaison de séries convergentes donc elle converge et :

+o0o +00 n +oo n
n+7 1 (7)
Zgnn! _QZ n! +7 nl
n=0 n=0
B,
= 26.
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3.2 Théorémes de comparaison pour les séries 4 termes positifs

Une série Z Uy, est & termes positifs si pour tout £ > ng up > 0.

n>ng

—{ Proposition 3.6 }

Soit g uy, une série & termes positifs. Alors la suite (Sy,)n>n, des sommes partielles
n>ng
est croissante. En particulier

® si (Sp)n>n, est majorée, la série est convergente ;

e si (Sp)nen est non majorée, la série diverge vers +o0.

Preuve : Soit E uy, une série a termes positifs et (Sp)ne>n, la suite de ses sommes partielles.

n>ng

Alors, pour tout n > ng :

Sn—i—l - Sy = Up41 = 0.

Donc la suite (Sp)n>n, €st croissante. La deuxiéme partie de I’énoncé est alors une conséquence
directe du théoréme de convergence monotone. U

Proposition 3.7 (Comparaison des séries a termes positifs et relation d’ordre)

Soient Z Uy, et Z vy, deux séries & termes positifs. On suppose que

n>ng n>ng

Yn > ng, Up < Up.

1. Si Z vy, est convergente, alors Z u, est convergente.

n>ng n>ng
2. Si E up, est divergente alors E vy, est divergente.
n>ng n>ng

Preuve : Soient Z Uy, et Z v, deux séries & termes positifs. On suppose qu’il existe ng € N
tel que

Alors :

Vn > ng,  up < vp.
n n
Vn > ny, Zukg ka.
k=ng k=ng
n
1. On suppose que Z vy, est convergente. Par hypothése, la suite Z Vg est conver-
k=ng n>no
gente donc majorée.
n

Ainsi la suite Z U est majorée et la proposition précédente permet de conclure

k=ng n>no

qu’elle converge.
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n
2. On suppose que Z uy est divergente. Par hypothése, la suite Z U est divergente

k=ng n>no

et croissante donc diverge vers +oco.

n

Ainsi la suite Z Vk diverge aussi vers +oc.
k=ng n>no
O
Exemple 3.6.
. 1 1 . 1
1. Pour tout n € N*, 0 < — < et la série Z —5 converge.
n n n
neN*
Ainsi par comparaison le critére de comparaison pour les séries & termes positifs, Z —
n

. Pour tout n € N*, 0 <

neN*
converge.

1 1
< ﬁ et la série Z - diverge.

Ainsi par comparaison le critére de comparaison pour les séries & termes positifs, E 7
n

S|

neN*

neN*
diverge.
1 In(n . 1 .
. Pour tout n>3,ona < — < () et la série Z — diverge.
n n n
n>1
L - : o . " In (n)
Ainsi par le critére de comparaison pour les séries a termes positifs, la série Z
n>1 n
diverge.
. Soit k£ € N. Par croissance comparée, lirf nFt2e™™ = 0. 1l existe donc ng tel que pour
n—-+0oo
tout n > ng :
1
0<nfe™< —.
n2

Ainsi le critére de comparaison pour les séries & termes positifs E nFem converge.

n>0
Proposition 3.8 (Théoréme d’équivalence)
Soient E Uy, €t E vy, deux séries 4 termes positifs.
n>ng n>ng
Si u,, ~ v, alors E U, et E up, sont de méme nature.
n>ngo n>ng

Preuve : Soient E Uy, et E v, deux séries a termes positifs.
On suppose que u, ~ vy, i.e. lim — = 1. Il existe donc N > ng tel que :

n—+00 Uy

3 1 3
Vn > N gu—"gi e Jun < un < Son.

Un

N

D’apres la proposition 3.7, si E Uy, converge alors g v, converge aussi (en utilisant I'inégalité

gauche) et si Z uy, diverge alors Z v, diverge aussi (en utilisant 'inégalité droite). ]

9
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2n? +2n — 12
Exemple 3.7. Déterminons la nature de la série Z n+—n
5n3 + 6
2n? 4+ 2n — 12
1. Déterminons la nature de la série Z v teon—le
5n3 + 6
2n? +2n — 12 m? 2

Par les propriétés sur les équivalents :

5n3 +6  n—o+oo 503 Bn’
2
Or les séries sont a termes positifs & partir d’'un certain rang et la série E En diverge.
n
: : : . : 2n? + 2n — 12
D’aprés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série E ——————— est

5n3 + 6
divergente.

1
2. Déterminons la nature de la série Zln <1 + 2>.
n

. 1 .
Comme lim — = 0 alors par équivalent usuel :
n—+oo N

11+1 1
. n? ) n—stoo n?’

. . i 1 . .
Or les séries sont & termes positifs et la série g —5 converge. D’apres le critére d’équiva-
n

1
lence des séries a termes positifs, la série Z In <1 + 2) est convergente.
n

3.3 Convergence absolue

— Définition 3.3 (Convergence absolue)

Soit g Uy une série numérique. On dit que E uy, est absolument convergente
n>ng n>ngo
(ou converge absolument) si la série E |up| converge.

nzng

—{ Proposition 3.9 }

Soit g Uy, une série numeérique. Si g Uy, est absolument convergente alors elle est

n>ng n>ng
convergente et on a :

+o0
<Y Jual.

n=ng

“+o0
D un

n=ng

Remarque 3.4. La réciproque de la proposition précédente est fausse! Il est donc faux de
conclure qu’'une série est divergente parce qu’elle n’est pas absolument convergente.

(="

Par exemple la série Z
n
méthode de lexercice 7 du TD).

n’est pas absolument convergente et est convergente (voir la

10
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Preuve : Pour tout n €> ng, on pose u,” = max(0,uy,) et u, = —min(0, uy,).

Les suites (u,}) et (u,,) sont positives et pour tout n > 0 :

1. wb 4 u, = |u,| et en particulier u < |uy,|;

+ - _

2. u, —u, = up.

Sous I’hypothése que E Uy est absolument convergente, le point 1 permet de conclure, par
nzno
comparaison pour les séries & termes positifs, que les séries g u;r et E u,, sont convergentes.
n>ng n>ng

Le point 2 permet alors de conclure que E Uy est convergente comme combinaison linéaire de

n>ng
séries convergentes.

De plus, on a alors :

—+00 —+00 —+00
D un| =D un = ) un

n=ng n=ng n=ng
+oo +00
< Z ub| + Z u, | (inégalité triangulaire)
n=ng n=ng
+oo “+oo
< Z ul + Z u,  (sommes positives)
n=ng n=ng
+oo
< Z (u)f +u;) (linéarite)
n=ng
+oo
n=ng
O
(1 3
Exemple 3.8. Déterminer la nature de la série Z (=1) (nn AT 1).
en 42
On o - )"+ 208 +1)| (W + 207 +1) Ny
en + 2 en + 2 n—-+oo

1)™(n® 4 2n3 +1)

Par le critére d’équivalent, comme E n°e™" converge (voir "exemple 4) alors la série g (
n>0
est absolument convergente donc convergente.

em + 2

Remarque 3.5. La notion de convergence absolue sera particuliérement utile en probabilité, no-
tamment pour définir la notion d’espérance d’une variable aléatoire discréte prenant une infinité
de valeur.

Si 'on fait Ianalogie entre espérance et la moyenne, on souhaite que la valeur de 'espérance
d’une variable aléatoire ne dépende pas de 'ordre dans lequel on a sommé les différents termes
qui la définissent.

Malheureusement, lorsqu’on manipule des sommes infinies, il peut arriver que changer 'ordre de
sommation modifie la valeur de la somme!

Cependant, on peut montrer que lorsqu’il y a convergence absolue, changer ’ordre de sommation
ne modifie pas la valeur de la somme.

11
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