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Suites

1 Limites et équivalents de suites

Exercice 1. Déterminer, si elle existe, la limite lorsque n tend vers +∞ de :

1. n5 − 3n2 + 12 ;

2.
n3 − n2 + 1

3n2 + 5n− 2
;

3.
sin(n)

n
.

4.
√
n+ 1−

√
n+ 2 ;

5.

(
1− 1

n

)n

;

6. (2 + e−n) sin

(
1

n+ 1

)√
n2 + 1 ;

7. en(1− cos(ne−n)).

Exercice 2. Pour tout n ∈ N∗ on pose :

un =
n∑

k=1

1√
k
− 2

√
n et vn =

n∑
k=1

1√
k
− 2

√
n+ 1.

1. Montrer que (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes.

2. En déduire un équivalent de
n∑

k=1

1√
k
quand n tend vers +∞.

Exercice 3. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par :

∀n ∈ N, un =
n∑

k=0

(−1)k

k + 1
.

1. Montrer que (u2n) et (u2n+1) convergent vers une même limite.

2. En déduire la nature de (un)n∈N.

Exercice 4. Soit (un)n∈N∗ une suite croissante convergeant vers une limite �nie ℓ. Pour
tout n ∈ N∗ on pose :

vn =
u1 + · · ·+ un

n
.

1. Montrer que (vn)n∈N∗ est croissante et en déduire qu'elle converge.

2. Montre que pour tout n ∈ N∗ on a :

v2n ≥ un + vn
2

.

3. En déduire la limite de (vn)n∈N∗ .

Exercice 5. Soit (un)n∈N∗ la suite dé�nie par :

∀n ∈ N∗, un =
n∑

k=1

1

k2
.

1. Démontrer que la suite (un)n∈N∗ est croissante.

2. Démontrer que, pour tout n ≥ 1, un ≤ 2− 1

n
.

3. En déduire que la suite (un)n∈N∗ est convergente.
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2 Suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométrique

Exercice 6. Soient (un) et (vn) les deux suites dé�nies par :

∀n ∈ N,
{

un+1 = 2un − vn
vn+1 = un + 4vn

et

{
u0 = 2
v0 = −1

.

1. Pour tout n ∈ N, on pose pn = un + vn.
Montrer que (pn) est une suite géométrique et en déduire l'expression de pn en
fonction de n.

2. En déduire que pour tout n ∈ N : vn+1 = 3vn + 3n.

3. Pour tout n ∈ N on pose zn =
vn
3n

.

Montrer que (zn) est une suite arithmétique et en déduire l'expression de zn en
fonction de n.

4. En déduire l'expression de un et vn en fonction de n.

Exercice 7. Soit (vn) la suite dé�nie par :

∀n ∈ N, vn+1 = 2vn − 3n+ 2 et v0 = −1.

1. Pour tout n ∈ N, on pose un = vn+1 − vn.

(a) Montrer que (un) est arithmético-géométrique.
(b) En déduire l'expression de un en fonction de n.

2. En calculant
n−1∑
k=0

uk déterminer l'expression de vn en fonction n.

3 Suites récurrentes

Exercice 8. Soit u la suite réelle véri�ant

u0 = 4, u1 = 7 ,∀n ∈ N, un+2 = 5un+1 − 6un + 4.

1. Trouver une (suite) constante a solution.

2. Pour tout n ∈ N, on pose vn = un − a.

(a) Montrer que v est récurrente linéaire d'ordre 2.
(b) Déterminer l'expression de vn en fonction de n.

3. En déduire l'expression de un en fonction de n.

Exercice 9. Soit une suite (un)n≥0 véri�ant 0 < u0, u1 < 1 et pour tout n ≥ 0,

un+2 =
2

3
un+1 +

1

3
un.

1. Donner le terme général de (un) puis montrer que la suite converge vers un certain
réel ℓ ∈ [0, 1].
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2. Soit une suite (vn)n≥0 véri�ant 0 < v0, v1 < 1 et pour tout n ≥ 0,

vn+2 =
2

3
v2n+1 +

1

3
v2n.

On pose a = max(v0, v1).

(a) Montrer que pour n ≥ 0, vn ≤ a.
(b) Montrer que pour n ≥ 0 : 0 < v2n+1 ≤ an+1 et 0 < v2n ≤ an+1.
(c) Étudier la convergence de (vn) ?

Exercice 10. On considère l'application φ dé�nie sur R∗
+ par :

∀x ∈ R∗
+, φ (x) =

x ln (x)− 1

x

et on dé�nie une suite (un)n∈N par la relation de récurrence suivante :{
u0 = e

∀n ∈ N, un+1 = φ (un) + un
.

1. Dresser le tableau de variations de φ en faisant apparaître les limites en 0 et +∞.

2. Prouver l'existence d'un unique réel α ∈ R∗
+ tel que : φ (α) = 0.

Justi�er que α ∈ [1; e]

3. Démontrer que pour tout entier naturel n, un existe et un > α.

4. Si cette suite est convergente de limite �nie L, que peut valoir L ?

5. Prouver que la suite (un)n∈N est strictement croissante.

6. Étudier la convergence de (un)n∈N.

Exercice 11 (Suite récurrente et fonction décroissante). Soit f la fonction dé�nie sur
]0,+∞[ par :

∀x ∈]0,+∞[, f(x) = 1 +
2

x
.

On considère la suite récurrente (un)n∈N véri�ant un+1 = f(un) et u0 = 1.

1. Étudier le sens de variation de f sur [1, 3] et montrer que l'intervalle [1, 3] est stable
par f .

2. En déduire que pour tout n ∈ N, un ∈ [1, 3].

3. Soient (vn)n∈N et (wn)n∈N les suites dé�nies par vn = u2n et wn = u2n+1.

(a) Soit g la fonction dé�nie sur [1, 3] par

∀x ∈ [1, 3], g(x) = f ◦ f(x).

Déterminer l'expression de g et en déduire ses variations.
(b) Montrer que (vn)n∈N véri�e la relation de récurrence vn+1 = g(vn) et en déduire

ses variations.
(c) De même, déterminer les variations de (wn)n∈N.
(d) En déduire que (vn) et (wn) sont convergentes et déterminer leur limite respec-

tive.

4. Conclure quant à la convergence de (un) .
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4 Divers

Exercice 12. On considère la fonction f dé�nie sur R+ par ∀x ∈ R+ f(x) = xe−x.

1. Étudier les variations de f et déterminer sa limite en +∞.

2. Soit n ≥ 3. Justi�er que l'équation f(x) =
1

n
possède deux solutions. On notera un

et vn ces solutions avec un < vn.

3. Justi�er que pour tout n ≥ 3 on a un ∈ [0, 1] et vn ∈ [1,+∞[.

4. Étudier la monotonie de des suites (un)n≥3 et (vn)n≥3.

5. Déterminer la limite de chacune des deux suites.

6. (a) En déduire un équivalent de (un).

(b) Justi�er que : un =
1

n
+

1

n2
+ o

n→+∞

(
1

n2

)
.

Exercice 13. On considère une suite réelle u véri�ant

∀n ∈ N, un+3 = 6un+2 − 11un+1 + 6un.

1. En posant X =

 un

un+1

un+2


n∈N

∈ (R3)N, déterminer une récurrence géométrique

satisfaite par X, de raison matricielle A.

2. En posant P =

1 1 1
1 2 3
1 4 9

, véri�er que la matrice P est inversible et que P−1.A.P

est diagonale.

3. En déduire que pour tout n ∈ N :

un = λ+ µ · 2n + ν · 3n

pour trois constantes λ, µ, ν ∈ R déterminables en fonctions de u0, u1, u2.
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