Arnaud Stocker

Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025

Mathématiques — Révisions 1

SUITES

1 Limites et équivalents de suites

Exercice 1. Déterminer, si elle existe, la limite lorsque n tend vers +oo de :
4. Vn+1—+vVn+2;

1. n® —3n% +12;

1 n
3 p? 5. (1-=) ;
5 sin(n)' 6. (2+ e ")sin (n—i—l) n?+1;
n

7. €"(1 —cos(ne™™)).
Exercice 2. Pour tout n € N* on pose :

S|
=Y ——2n et wv,= ——2 n+1
27 Z v
1. Montrer que (uy)nen €t (vn)neN sont adjacentes.
2. En déduire un équivalent de Z \/_ quand n tend vers +oo.

Exercice 3. Soit (uy)nen la suite deﬁnle par :

k

~ (-1
VYn € N n = )
nEN, =)
k=0
1. Montrer que (ug,) et (ug,,1) convergent vers une méme limite.
2. En déduire la nature de (u,)nen.

Exercice 4. Soit (u,)nen+ une suite croissante convergeant vers une limite finie ¢. Pour
tout n € N* on pose :

U+ -+ uy,

—

1. Montrer que (v,)nen+ €st croissante et en déduire qu’elle converge.
2. Montre que pour tout n € N* on a :

Up =

Uy, + Uy,

Von Z 92

3. En déduire la limite de (vy,)nen-

Exercice 5. Soit (uy,),en+ 1a suite définie par :

"1
Vn € N*, U"ZZE
k=1

1. Démontrer que la suite (u,)nen+ €st croissante.

1
2. Démontrer que, pour tout n > 1, u, <2 — —.
n

3. En déduire que la suite (u,),en+ est convergente.
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2 Suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométrique

Exercice 6. Soient (u,) et (v,) les deux suites définies par :

Upt1 = 2Up — Uy Uy = 2
Vn € N, {Un+1:un+4vn et {’Ug:—l

1. Pour tout n € N, on pose p, = u, + vy.

Montrer que (p,) est une suite géométrique et en déduire 'expression de p, en
fonction de n.

2. En déduire que pour tout n € N : v, = 3v,, + 3".

v
3. Pour tout n € N on pose z, = 3—2

Montrer que (z,) est une suite arithmétique et en déduire I'expression de z, en
fonction de n.

4. En déduire I'expression de u,, et v, en fonction de n.

Exercice 7. Soit (v,) la suite définie par :
VneN, v,1=2v,—3n+2 et vy=—1.

1. Pour tout n € N, on pose u,, = v11 — Uy
(a) Montrer que (u,) est arithmético-géométrique.
(b) En déduire I'expression de u,, en fonction de n.
n—1
2. En calculant Z ug déterminer I'expression de v, en fonction n.
k=0

3 Suites récurrentes
Exercice 8. Soit u la suite réelle vérifiant
up =4,uy =7,Yn € N, w19 = by — 6u, + 4.

1. Trouver une (suite) constante a solution.
2. Pour tout n € N, on pose v, = u,, — a.

(a) Montrer que v est récurrente linéaire d’ordre 2.

(b) Déterminer I'expression de v,, en fonction de n.

3. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.
Exercice 9. Soit une suite (u,),>o vérifiant 0 < ug,u; < 1 et pour tout n > 0,

2 1
Unp42 = gun+1 + gun

1. Donner le terme général de (u,,) puis montrer que la suite converge vers un certain
réel £ € [0, 1].
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2. Soit une suite (v,,),>0 vérifiant 0 < vy, v; < 1 et pour tout n > 0,

2 5 L,
Upy2 = gvm—l + ng
On pose a = max(vg, vy).
(a) Montrer que pour n >0, v, < a.
(b) Montrer que pour n > 0: 0 < vg g < a™ et 0 < vy, < a™th
(¢) Etudier la convergence de (v,)?

Exercice 10. On considére I'application ¢ définie sur R’ par :

1 -1
Vo e RY, @(m):%

et on définie une suite (u,)nen par la relation de récurrence suivante :

Uug = €
VneN, ur = o(u,) +uy,

1. Dresser le tableau de variations de ¢ en faisant apparaitre les limites en 0 et +oc.

o

Prouver l'existence d’un unique réel o € R, tel que : ¢ (a) = 0.
Justifier que «a € [1; €]
. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, existe et u, > a.

3
4. Si cette suite est convergente de limite finie L, que peut valoir L7
5. Prouver que la suite (u,)nen est strictement croissante.

6

. Etudier la convergence de (u,,)nen.

Exercice 11 (Suite récurrente et fonction décroissante). Soit f la fonction définie sur
10, +o00] par :
2
Vo €]0, 400, f(z)=1+—.
T
On considére la suite récurrente (u,)nen vérifiant u, 1 = f(u,) et ug = 1.
1. Etudier le sens de variation de f sur [1, 3] et montrer que I'intervalle [1, 3] est stable
par f.
2. En déduire que pour tout n € N, u, € [1, 3].
3. Soient (v,)nen et (wy)nen les suites définies par v, = ug, et w, = ug,41.

(a) Soit g la fonction définie sur [1, 3] par

Vo € [1,3], g(z) = fo f(z).

Déterminer 'expression de g et en déduire ses variations.

(b) Montrer que (v, )nen vérifie la relation de récurrence v, 11 = g(v,) et en déduire
ses variations.

(¢) De méme, déterminer les variations de (wp,)nen-
(d) En déduire que (v,) et (w,) sont convergentes et déterminer leur limite respec-
tive.

4. Conclure quant a la convergence de (u,) .
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4 Divers

Exercice 12. On considére la fonction f définie sur Ry par Vo € R,  f(z) = xe™ ",

1. Etudier les variations de f et déterminer sa limite en 4ooc.

1
2. Soit n > 3. Justifier que I"équation f(x) = — posséde deux solutions. On notera u,
n
et v,, ces solutions avec u,, < v,.

. Justifier que pour tout n > 3 on a u, € [0, 1] et v, € [1, 400

3
4. Ftudier la monotonie de des suites (uy,)n>3 €t (V,)n>3.
5. Déterminer la limite de chacune des deux suites.

6

(a) En déduire un équivalent de (u,).

. 1 1 1
(b) Justifier que : u,, = - + o + o (E)

Exercice 13. On considére une suite réelle v vérifiant

Vn € N, upi3 = 6uyio — 11u,q + 6uy,.

Unp,
1. En posant X = Up11 € (]R3)N, déterminer une récurrence géométrique
Un+2 neN
satisfaite par X, de raison matricielle A.
1 11
2. En posant P = [ 1 2 3|, vérifier que la matrice P est inversible et que P~1.A.P
1 49

est diagonale.

3. En déduire que pour tout n € N :
Up =A+p-2"+v-3"

pour trois constantes A\, u, v € R déterminables en fonctions de wug, uy, us.
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