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Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — Révisions 1

SUITES

1 Limites

Correction de 1’exercice 1.
1. La suite est polynomiale en n donc :

n® —3n2+12 ~ n’.
n—-+4oo

Par suite : lim (n° —3n*+12) = lim n° = +oc0.
n——400 n—+00
2. Par opération sur les équivalents :

nd—n?+1 n3
3n2 + 5n — 2 n—4oo 3n?
nd—n?+1 n

P ite: lim ————— = lim - = .
s gy g = e

3. On a pour tout n € N* :

n
3 .

0< sin(n)

<

S|

n

1
Comme lim — = 0 on en déduit par encadrement que :
n—-+oo 1,

fm S0
n—-+4o0o n

4. Pour tout n € N :

vn+1+vn+2
Vn+1++vn+2

Vn+l—vn+2=(n+1-vn+2)x

_ n+1—-(n+2)
Vn+1++vn+2
—1
Vit 14+vn+2
—— 0.

n—-+4o00

5. Pour tout n € N* on a :

Or on sait que :

1 -1
nln(l——) ~ nx—=—1.
n /) n—+oo n

Par conséquent, la continuité de la fonction exponentielle en —1 donne :

b (1 1) o)

n—-+o0o n
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1 1
6. Par équivalent usuel : sin ( ) ~ -,
n+1) ns+on

On en déduit :

1 1 1
24+e™sin| —— | Vn2Z+1l ~ 2x—xVn2+1l ~ 2Xx—Xxn=2.
n+1 n—+00 n n—+00 n

1
Ainsi : lim (24 e ")sin (—) vn?+1=2.
n

n—-+oo —+ 1
n2€72n
7. Par équivalent usuel : 1 — cos(ne™) ~ . Ainsi :
n——+00
n -n n2e—n
e"(1 —cos(ne™)) ~ — 0.
n—+o00 2 n—+o00

Correction de I’exercice 2. Pour tout n € N* on pose :

"1 "1
un:E — —2y/n et vnzg — —2vn+1.
= vk = vk

1. Soit n € N*. On a d’une part :

n+1 1 n 1
unH—un:;ﬁ—Q\/n—l—l—;ﬁ—i—Q\/ﬁ
:\/nl_H+2\/ﬁ—2\/n+1
_ 1 A= VaE D+ VT D)
NCES| NCESV RS
1 2

Vil n+vn+l
_VntVn+I1-2vn+1

vn+1(y/n++vn+1)

B vVn—+vn+1
vn+1(yn++vn+1)

<0

et d’autre part de méme
R "1
Uptl — Up = — —2Vn+2— — +2vn+1
1 2

T Vntl Vnit2tvnil
VnF2+Vn+1-2yn+1
 VnFI(Vn+2+vn+1)
B vn+2—+vn+1
CVnF1(Vn+2+Vn+1)
> 0.
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Cela montre que (u,) est décroissante et (v,) est croissante.
Enfin, pour tout n € N* :

B _2(Vn=vn+D(/n+vn+l) 2 .
Up—Up = 2Vn + 1-2y/n = N = \/ﬁ+\/n——|—1n—>+oo/0

Ainsi (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes.

2. En particulier, elles convergent vers la méme limite ¢ et on a :
Vn e N, v, </l<u,.

On en déduit done :
Vn € N*, (4 2y/n<

ou erncore

VneN, ——+4+1<

Or on sait que :

lim (f;+&): mn< AL 1)=1
n—-+oo 2\/ﬁ

donc par encadrement :

Correction de ’exercice 3. Soit (uy,)nen la suite définie par :

n _1k
Vn € N, unzz( ) .

— k+1

1. On va montrer que (ug,) et (ug,,1) sont adjacentes; un résultat du cours permet
alors de conclure qu’elles convergent vers une méme limite.

e Soit n € N*. On a d’une part :

(_1)2n+2 (_1)2n+1
2n+3 2n + 2
B 1 n -1
C2m+3 2n+42
<0
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et d’autre part :

2n43 (_1)k 2n+1 (‘Uk
U2(n41)+1 — U2nt+1 = Z /{:——1—1 - Z L1
k=0 k=0

(_1)2n+3 (_1)2n+2
 2n+4 2n + 3
-1 N 1
C2n+4+4  2n+3
> 0.

Cela montre que (ug,) est décroissante et (ug,,1) croissante.
e Pour tout n € N* on a :
(—1)2+1 \
2n 42 n—too

Uop — Uon+1 = —

Les suites sont donc bien adjacentes.

2. Comme (ugy,) et (ug,+1) convergent vers la méme limite, on sait que (u, )nen converge
aussi vers cette limite.

Correction de l’exercice 4. Soit (u,),en+ une suite croissante convergeant vers une
limite finie £. Pour tout n € N* on pose :

Uy + -+ Uy
Uy = ————.

1. Soit n € N*. On a
Uyt U U ULt Uy

Un+1 — Un =
n+1 n
Conug e Uy U — (A Dug — o — (04 1wy,
B n(n+1)
NUpyp —Up — 0 — Up
B n(n+1)

Or la suite (u,)nen+ étant croissante, on a :
Vi e [1,n] wpi1 > ug.

Ainsi
NUpt1 > U+ -+ U, et vy — v, > 0.
Done (v, )nen+ est croissante.

Par ailleurs, (u,),en+ est convergente donc majorée. En notant M un majorant, on

a:
_u1+---+un<M+---—|—M

n o n

=M.

Vn e N o,

Ainsi (vy,)nen+ est croissante et majorée donc elle converge.
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2. Soit n € N*. On a :
U1+"‘+U2n_U1+"'—|—un+"'+U2n

Vo, = =

_U_n Un+1+"'+u2n
2 2n
v Up + -+ U :

>+ - par croissance de (uy,)nen-
2 2n

S Un | MU

-2 2n

S Un + Un

-2

3. Soit ¢ la limite de (vy,)nen+. En passant a la limite dans la relation précédente on

a .
0+

2
D’autre part, la suite (u,),en+ étant croissante :

> ie >0

u1+...+un un+...+un
n n

VneN, wv,=

D’ou en passant a la limite :
<.

Finalement ¢ = ¢'.

Correction de I’exercice 5. Soit (u,)nen+ la suite définie par :

"1
Vn € N¥, U"ZZE
k=1

1. Soit n € N*. On a : .
Un+1—un=(n+—1)220~

Cela montre que (u,),en+ est croissante.

2. On a pour tout entier n > 1 : n(n — 1) < n? Donc par décroissance de la fonction

inverse sur |0, +oof :
N DS B
n—1 n nn-1) " n?

Pour tout n > 1 on en déduit :

t1 > 1 1
Uy = Z 5 <1+ Z (m — %) d’aprés la question précédente
k=1 k=2

1
<1+1—— par télescopage.
n

3. D’aprés la question précédente, (u,) est majorée (par 2). Elle est de plus croissante
donc d’apreés le théoréme de la limite monotone, elle converge.
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2 Suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométrique

Correction de ’exercice 6.

1. Pour tout n € Non a:

Pnt1 = Unt1 + Vg1 = 2up, — Uy + Uy + 40, = 3(uy, + vy,) = 3pp.
La suite (p,) est donc géométrique de raison 3. On en déduit :
VneN, p,=p3"=3"
2. Pour tout n € N :
Upi1 = Uy + 4v, = u, + v, + 3v, = p, + 3v, = 3v, + 3".

3. Pour tout n € N on a :

 Upgr 30, + 3" v, 1 1
Fntl = 3nt+l ~ gnfl  3n ' 3 3

1
Ainsi (z,) est une suite arithmétique de raison —. D’ou :

n n
VneN, z,=z+-=-1+—.
n y zZ, 20 3 3

4. On a donc
VneN, wv,=3"2,=-3"+3"1n

et
VneN, u,=p,—v,=2-3"-3""n.

Correction de ’exercice 7.
1. Pour tout n € N, on pose u,, = vp41 — Up.

(a) Pour tout n € Non a:

Upt1 = Upyo — Ups1 = 20501 —3(n+1)+2 — (20, —3n+2)
= 2(’Un+1 - Un) -3
= 2u, — 3

Ainsi (u,) est arithmético-géométrique.
(b) On cherche le point fixe de la fonction associée c¢’est-a-dire la solution de :

rT=2r—3 <= x=3.
Soit (wy,), la suite définie par : Vn € N,  w, =u, —3. On a :
Vn €N, w,i1 =Upy —3=2u, —3—3=2(w, +3) —6=2w,.
La suite (w,,), est donc géométrique de raison 2 :

Vn €N, wu, =w, +3=2"wy+3=2"(up—3)+3 =2+ 13
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2. Soit n € N*. D’une part :

Zuk = Z(vk+1 — V) =V — Vg = Uy + 1.
k=0 k=0
D’autre part
n—1 n—1
IR SRR
k=0 k=0
=2-—2"" 4 3n.

Ainsi :
VYneN, wv,=1-—2""43n.

3 Suites récurrentes

Correction de ’exercice 8. Soit u la suite réelle vérifiant
ug=4,uy =7,Yn € N, w0 = by — 6u, + 4.
1. Une (suite) constante a est solution ssi
a=05a—6a+4<+ a=2.

2. Pour tout n € N, on pose v, = u, — 2.

(a) Pour tout n € Non a

Upto = Upyo — 2 = BUpyy — 6u, +4 — 2 =5(vpyq +2) — 6(v, +2) + 2

= 5Un+1 - 6'Un.

Ainsi v est récurrente linéaire d’ordre 2.

(b) L’équation caractéristique est : 2> — 5z + 6 = 0.
Son discriminant A est : A = 25 —4 x 6 = 1. On en déduit que 'équation
caractéristique a deux solutions réelles distinctes :

5—1 541
M=t o 213

2 2

Il existe donc deux constantes C' et D telles que :
VneN, v,=C-2"+D-3".

Pour déterminer C' et D on utiliser vg =2 et v =5 :

5 = 20+3D 1 = D D =1
Finalement :
VneN, wv,=2"4+3"
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3. Ainsi : Vn € N,  wu, =2"+3" 4 2.

Correction de ’exercice 9.

1. La suite (u,) est solution d’une récurrence linéaire d’ordre 2 dont 1’équation carac-
téristique est

2 1
ﬁ—gx—g e 31*—2r—1=0.
244 2—4 1
et dont les racines sont r; = % =letry,= & — 3

Il existe donc deux constantes réelles C' et D telles que
VneN, u,=C+ D(-=3)™".

La suite (u,) converge donc vers ¢ = C. Déterminons C, D en fonction de ug et u;.
On a

1
C+D:U0 et C’—gD:ul

et donc
1

D= %(Uo —uy) et C= o + zul
Comme 0 < ug,u; < 1,alors 0 < C =/ < 1.
2. On remarque que a < 1. Montrons, par récurrence sur n que, 0 < v, v,41 < a.
— Initialisation : ¢’est vrai pour n = 0 par définition de a (on a égalité)
— Si, pour un certain n € N, 0 < v,,v,,11 < a alors
(a) 0 <wpy1 Zaet
(b) 0<v2,v2,, <a®*<a,cara<1. Onadonc

20 Lo 2 1
Upt2 = =0, v, < -a+-.a<a
2T gt T g 3 3
et 5 1
Unt2 = §Un+1 + gvi >0

L’hypothése de récurrence est donc vérifiée pour n + 1 et

— par le principe de récurrence,
VneN, 0<v,,v,01 < a

ce qui implique 1’énoncé demandé.
3. Montrons que par récurrence, pour tout n > 0, 0 < vg, 1 < @™ et 0 < vy, < @™

— Pour n = 0, c’est vrai par définition de a.
— Si, pour un certain n € N, 0 < gy, Vany1 < a™ alors

(a) En se servant du fait que a < 1 et donc que a*" < a”,

1 2 1
Vony2 = §”§n+1 + g“gn < §'a2(n+1) + . = g2t < g2

(b) de méme

1.a2(n+1) < a2(n+1) < an+2

2

_ 29 2 2(n+2)
V2n43 = §U2n+2 + 3'02n+1 < 5 +

Wl N
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(¢) enfin, il est clair que, en tant que somme de carré de nombres > 0, 0 < vg,42
et 0 < vopys.

L’hypothése de récurrence est donc vérifiée pour n + 1 et
— par le principe de récurrence,

Vn € N7 0< V2n+1, U2n S an+1

4. Par le théoréme des gendarmes et le fait que 0 < a < 1, les suites extraites (vy,) et
Vony1 tendent vers 0. Il en est de méme de la suite compléte (vy,).
Correction de ’exercice 10.

1. D’aprés les théorémes sur les opérations sur les fonctions dérivables, la fonctions ¢
est dérivable sur R’ . De plus,

(zx1+In(z)) xz— (zln(z) —1) _z+1

> 0.

Vz e Ry, ¢'(z)=

Ainsi, ¢ est strictement croissante sur R7 .

e Par croissance comparée on sait que : lim zIn(z) = 0. Donc par opérations
z—0+t

sur les limites, on obtient :

I - —c.
i PAe) = oo
e On a .
li = I 1 —— ) = .
et = i (inGe) ) = e
Ainsi :
x 0 +00
Signe
de ¢'(z) i
Variations +0o0
de SO e /

2. La fonction ¢ est continue et strictement croissante sur |0, +oo[. D’aprés le théoréme
de la bijection, elle réalise donc une bijection de |0, +oo] sur ¢(]0, +oo]) = R (et sa
bijection réciproque est continue et strictement croissante). En particulier, comme
0 € ¢(]0,400]) = R, il posséde un unique antécédent par . Ainsi, I’équation
¢(x) = 0 posseéde une unique solution, notée a.

Par ailleurs,
e—1

p(1) = -1 <0=pla) <ple) = —.

Par croissance stricte de ¢!, on a donc
l<a<e

et a fortiori a € [1, €].
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3. Pour tout n € N, soit P(n) la proposition « u, est bien défini et u, > a» et

montrons par récurrence que : Vn € N, P(n) est vraie.

e [nitialisation : comme uy = e, P(0) est vraie d’aprés ce qui précéde.

e Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n et montrons
que P(n + 1) est vraie.
Par hypothése de récurrence, on sait que wu, est bien défini et strictement
supérieur a «. En particulier w,, appartient a I’ensemble de définition de . Par
conséquent, u, 1 = p(u,)+ u, est bien défini. De plus, on a, par hypothése de
récurrence et croissance stricte de ¢ :

Up+1 = @(un) + Uy > @(Oé) +a=a.

Ainsi P(n + 1) est vraie.
e (Conclusion : par le principe de récurrence

vn € N, wu, est bien défini et u,, > a.

. Supposons que (u,)nen converge vers une limite finie L. En passant a la limite dans

I'inégalité précédente, on trouve :
L>a>0.

Or, x — ¢(x)+x est continue sur |0, +oo[ donc L est un point fixe de z — ¢(z) + .
Soit x > 0.
px)+r=1r= ¢(xr) =0z =a.

Ainsi, si (un)nen converge vers une limite finie L nécessairement L = av.

. SoitneN. On a:

Up+1 — Up = Sp(un> + Uy — Uy = QD(Un)
Or, u,, > a donc par croissance de ¢ on a :
Un41 — Up = SO(UTL) > SD(O‘) =0.

Donc u,41 > uy,.
Ainsi : Vn € N, uy 1 > up.
La suite est donc croissante.

. La suite (u,)nen étant croissante, d’aprés le théoréme de la limite monotone soit

(Un)nen converge vers une limite finie L soit (uy,)nen diverge vers +oo.

Supposons que (u,),eny converge vers une limite finie L. Alors, d’aprés la question
4, L = a. Or, par croissance de (uy,)nen, pour tout entier naturel n on a :

Uo S Unp,-
Par passage a la limite on obtient :
Uy < .

Cela contredit la question 3.

Par conséquent, (u,),en diverge vers +o0.

10
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Correction de I’exercice 11 (Suite récurrente et fonction décroissante). Soit f la fonc-

2

tion définie sur |0, +o00] par :
Vo €]0, 400, f(z)=1+ e

On considére la suite récurrente (uy,)nen vérifiant u, 1 = f(u,) et up = 1.

1. La fonction f est dérivable sur [1,3] et :
, 2
Ve e [1,3], fl(z)= — 5 < 0
Donc f est strictement décroissante et f([1,3]) = [f(3), f(1)] = E, 3] C[1,3]

2. Par récurrence.
— Initialisation : ug =1 € [1, 3].
soit n € N et supposons wu, € [1,3]. Alors u,1 = f(u,) €

— Heérédité :
f([1,3]) C [1,3]. Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

— Conclusion : pour tout n € N, u, € [1, 3].
3. Soient (v,)nen et (wy)nen les suites définies par v, = ug, et w, = Ug,41.

(a) On a
Vo €[L3], glo) = foflw) =1+ 15

La fonction ¢ est dérivable et :
4
= >0

Vo € [1,3], g’(x)—m .

Ainsi g est strictement croissante sur [1, 3].

(b) Pour tout n € Non a :
Uny1 = Ua(ni1) = fuzny1) = f(f(uan) = f(f(vn) = g(vn).

Par récurrence on montre que (vn)neN est monotone
o >
= — Vo-
3

— Initialisation : vy = ug = 1 et v; = us = g(up) =
— Heérédité : soit n € N et supposons v,, < v, 1. Alors par croissance de g :

Un+2 = g(Un+1) > g(“n) = Uny1-
— Conclusion : pour tout n € N, v, < v,41 i.e (v,)nen est croissante .

(¢c) Pour tout n € Non a:
Wyt1 = Ugny1)+1 = f(Uans2) = f(f(uznt1) = f(f(wn) = g(wy).

Par récurrence on montre que (w,),en est monotone
— Initialisation : wy = u; = 3 et w; = ug = g(uy) < 3.
— Heérédité : soit n € N et supposons w,, > w,.1. Alors par croissance de

g :
Wny2 = g(wn+1> < g(wn) = Wny1-

11
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— Conclusion : pour tout n € N, w,, > w11 i.e (Wy,)nen est décroissante .

(d) D’aprés la question 2 et la question précédente les suites (v,) et (w,) sont
monotones et bornées donc elles convergent vers des réels £ et ¢’ dans [1, 3]. De
plus, en passant a la limite de la relation de récurrence, par continuité de g on
a:

C=g(l) et =gl

Déterminons les points fixes de g :

2

tl=ax<=2 —2-2=0<=z=20ux=—1.
T+ 2

g(@)z ==

Le seul point fixe dans [1, 3] est 2 donc ¢ = ¢' = 2.

4. Les suites (Ugp)nen €t (Uoni1)nen convergent vers 2 donc (uy,)nen converge vers 2

4 Divers

Correction de D’exercice 12.

1. La fonction f est le produit de deux fonctions dérivables sur R, donc f est dérivable

sur R, et :
VeeR,, fl(z)=(1-x)".

Par ailleurs, par croissance comparée : lim f(z) = 0. On en déduit :
T—+00

z 0 1 +o0
Signe . 9 B
de f'(z)
Variationd e !

2. Soit n > 3.
La fonction f est strictement croissante et continue sur [0, 1] donc, d’apreés le théo-
réme de la bijection, f réalise une bijection de [0, 1] sur f([0,1[) = [0,e![. Or

n>3>e¢l

1
Donc : — € f([0, 1]).
n
1
Par conséquent, — posséde un unique antécédent par f sur [0, 1] c¢’est-a-dire que
n

I'équation f(z) = — posséde une unique solution sur [0, 1[. On la note w,,.
n

De méme, f est strictement décroissante et continue sur [1,+o00[ done, d’aprés le
théoréme de la bijection, f réalise une bijection de [1, +oo[ sur f([1, +oo[) =]0,e™"[.
Or

n>3>e¢l

Donc : % € f([1,+oo]).

12
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1
Par conséquent, — posséde un unique antécédent par f sur [1, +oo[ ¢’est-a-dire que
n
I'équation f(z) = — posséde une unique solution sur [1,4o00[. On la note v,,.
n

1

Finalement, 'équation f(x) = — posséde bien deux solutions sur Ry et on a :
n

u, <1 <wv,.

3. Dans la question précédente on a montré que
Vn >3, wu,€l0,1] et v, €[l,+o0[.

4. Par définition, de la suite (u,),>3 on a :

1
n
Soit n € N. On a donc

1
n+1

flun) = % > [lumir) =

Supposons par 1'absurde que u,, < u,;1. Comme f est croissante sur [0, 1] et que u,
et u,41 sont dans [0, 1] alors on en déduit :

f(un) < f(unir).

Contradiction. Ainsi : u, > Upi1.
Donc : Vn > 3, u, > Upyq.
La suite (uy,),>3 est donc strictement décroissante.

Soit n € N. De méme supposons par I’absurde que v,, > v,11. Comme f est décrois-
sante sur [1, 400 et que v, et v,,; sont dans [1, +o0[ alors on en déduit :

1 1

o = Jn) < fonp) = ———

Contradiction. Ainsi : v, < vp1.
Donc : Vn > 3, v, < vp41.
La suite (v,,),>3 est donc strictement croissante. '

5. D’aprés les questions 3 et 4, la suite (u,),>3 est décroissante et minorée. Par le
théoréme de la limite monotone, elle converge donc vers une limite ¢.

S

De plus, on sait que pour tout entier supérieur ou égal a 3, on a : f(u,) =

En passant a la limite dans cette égalité, compte tenu de la continuité de f, ¢ vérifie

donc .
0 _ 1 P :

Ainsi ¢ = 0. Donc lim wu, = 0.
n——+0o0o

D’aprés la question 4, la suite (vy,),>3 est croissante. Par le théoréme de la limite
monotone, soit elle converge vers une limite ¢ soit elle diverge vers +oc.

1. On aurait aussi pu utiliser la bijection réciproque de f sur [0, 1] et [1,4o00[ respectivement.

13
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Supposons qu’elle converge vers une limite finie £. On sait que pour tout entier
supérieur ou égal a 3, on a : f(v,) = —.
n

En passant a la limite dans cette égalité, compte tenu de la continuité de f, ¢ vérifie

donc ]
¢ . .
fer =T ln) = I 5 =0
Ainsi £ = 0.
Mais : Vn > 3, v, > 1.
Donc par passage a la limite ¢ > 1. Contradiction.
Ainsi (v,)n>3 diverge vers +oo @ lim v, = +o00.
- n—-+00
6. Par la question précédente : lim e “» =1 donc on a :
n—-+o0o
1
—=upe " o~ u,
n n—-+4+o0o

1 1
7. On sait par la question précédente que u,, = —+ o (—) donc :
n n

n—-+o0o

1i o (L 1 o (%

1_€un 1_6 n~>+oo( )—1_n+n—>+oo(n)_ 2 1

Up— — = — — = = = = fracln“+ o — |-
n n n n n n—too \ N

1 1 1
Donc:un:—+—2+ 0 — |
non n
Correction de ’exercice 13. On considére une suite réelle u vérifiant

Vn € N, upi3 = 6upyo — 11u,q + 6uy,.

U,
1. En posant X = Up i1 c (R*)N, on a, pour n € N,
Un+2 neN
Up+1 0O 1 0 U,
Xn+1 = Un+2 = 0 0 1]. Up+1 = AXn
ol on a posé A = 0
—11 6
1 11
2. Onpose P= |1 2 3|.On inverse P par un pivot de Gauss et on trouve
14 9
5 1
3 - =
2 2
Pl=|-3 4 -1
3 1
1 -2 =
2 2

et

14
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3. Par la récurrence géométrique et le calcul de puissance de matrices par changement
de base, on obtient que
vn eN, X, = PD"P~'X,

En développant les produits, on voit que u,, la premiére composante de X,, s’écrit
Uy =A+p-2"4+v-3"

pour trois constantes A, u,v € R déterminables en fonctions de wg, ui, us (et des
coefficients de P et P~!, ce qui est important, c’est la dépendance en n, pas les
expressions exactes de ces coefficients).
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