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1 Echauffements

Exercice 1.

1. Mettre chacune des expressions suivantes sous la sous la forme a x q".
(a) DA " 1 " 2 \"
“ ga CHe T 10 " \135)

=2m (=3 -1 —6\"
b = — —
() = X gt = 5 (175) :
1 1 1\"
) 3§ = <3—2) :
5% 1 5\
(d) 2 — - x V)
3n+1 3 3

2. Factoriser les expressions suivantes le plus possible.
(a) 22 + 2% = x(2 + z),
(b) e +e* = e"(1+4¢e"),
(c) 1 —2%=(1—2)(1+2),
(d) (1—2p)""" —2n(1 - p)",
—1—/3i —1++/3i

() 1—-¢*=1—-q¢(A+q+¢)=01—q(q— 5 5 )

Exercice 2. Les ensembles de définition n’étant pas précisés, on a le choiz; la plupart

d’entre vous a considéré x réel (et certains x complexe pour 2.a)). Je donne les solutions
pour x réel.

1. (a) v =—1,
(b) Pas de solution.

2. (a) 1l faudrait €* = —1 donc pas de solution.
(b) Pas de solution.

3. (a) n(r)=—-l<=x=0c",
(b) Pas de solution.
(¢) In(z)+1=In(z)—3.

Exercice 3. Cualculer les sommes suivantes.

10
1) (2k—3) =81;
k=2

100

111 1 1 11— Goym
2'ﬁ—’_ﬁ—’_ﬁ—i_"'—’"’_zlooo:Z(gmyczﬁ 1— L ’
k=1
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11
3.) (n* —3n+4) =348

n=3

k=1 k=1
2 Analyse
2.1 Fonctions
Exercice 4.
1. lim & = —oo,
z—0- T
2. lim zln(z) = o0,
T—+00
9. tim 20 _
z—0+t T
: r—1 : r—1 1
4. lim — = lim =-,
e=o13 4 —2 el (x—1)(22+2+2) 4
In(1+ e® In(e*(1+e* In(l+e*
5. fim DU oy, WEATT)) oy, vl Fed)
r—+400 T Tr—400 €T Tr—+00 €T
6. lim In(z)e® = —oco.
z—0t+
) In () cos (x) . .
Exercice 5. 1. f:x+— ————= est dérivable sur |0, +o0[ (4 cause du In) et :
Vo >0, f(z) = cos(x) — zIn (x) sin (x)
2z
n(x L
2. fix— — , est dérivable sur |0, +oo[\{km, k € Z} et :
sin ()
i -zl
Vi €0, +ool\{km, K€z}, f(z) = @) —rh(@)cos(z)
x sin”(x)
3. f:xw— xe " est dérivable sur R et :
Ve eR, fl(z)=—xe ™ +e ™
4. frxe— 2L st la méme fonction que la précédente.
efl)

2
1 _
5. frxw— @) -2 est dérivable sur |0, +o0| et

T

Ve >0, f'(z)=In(z)+1
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Exercice 6. Les primitives sont (C est une constante) :

J.xH6x2+C,' 5_1,,_)611%_’_0 9.x>—>§ex2+0'
. 9 ’
2. x—ef +C; s Zelz—1)? .
6w e 40 10. 23 e +C;

Lo
Sorrgm@ ) +C g s m(e 1)+ C; 1z n(jzin (@) + 1))+ C;
4.z~ In(e® +2)+C; 8 x—3® +ax+1+C:12 2~ In(c" +e )+ C.

Exercice 7.

1. Voir cours de premiére année.

2. La fonction g : x — f(x) — x est dérivable (donc continue) sur | — 1,400 et :
3 1—2x%
V — 1 ! = / J— 1 e _ 1 — .

Ainsi g est strictement négative sur [1,2] donc g est strictement décroissante sur
[1,2].

D’apres le théoréme de la bijection, g réalise une bijection de [1,2] sur [g(2),g(1)]. Il
reste a montrer que 0 € [g(2), g(1)] pour avoir l'existence d’un unique « tel que

Or
3 3 3 2 2
9(2) = 5In(3) —2< 0= SIn(3) <2 =37 <e — V27 <e
Comme V27 < T < €2 alors 9(2) < 0. De méme :
3 3 3 3 2
g(l):51n(2)—120<:>§ln(2)21<:>22§e<:>2 >e

Donc g(1) > 0 et ce qui précede permet de conclure.

3. Soit eps>0. Recopier et compléter le programme suivant pour qu’il renvoie une valeur
approchée de o a eps prés a l'aide de la méthode de dichotomie.

tmport numpy as np

def approz(eps):
a = 1
b = 2
while b-a>eps
c = (a+b)/2
if 3/2%np.log(c+l) < ¢
b = ¢
else
a = ¢
return (a+b)/2
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2.2 Suaites

Exercice 8.

1. On peut dire, d’apres le théoréme de convergence monotone, que (Up)nen+ converge
et que sa limite £ < 2.

2. Soit f la fonction définie sur R par
Ve e R f(z) = (1—2)° + .

On définit la suite (uy)nen par ug = 0.4 et uyr1 = f(uy) pour tout n € N.
(a) i. La fonction [ est dérivable sur R et pour tout x € R :

fl(z)=-3(1-2)*+1=—-32%+ 62 — 2.

1l s’agit d’un polynéme du second degré, donc :

f(x) — 0 + 0 —

d +OO\/\_OO

ii. En se concentrant sur [0,1], le tableau devient :
1
x 0 1—-— 1

V3
f 1\ /'1
f(l—%)z%\/g+l—\/§>0.

Ainsi, f([0,1]) C [0,1]

On montre alors par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

avec !

Pour tout n € N, soit P(n) la proposition «u, €]0,1[ » et montrons par
récurrence que : ¥n € N, P(n) est vraie.

o Initialisation : comme uy = 0.4, P(0) est vraie.

o Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n et mon-
trons que P(n+ 1) est vraie.

Par hypothése de récurrence, on sait que wu, €]0,1[. D’aprés (x), on a
donc :

Un+1 = f(un) 6]0, 1[
Ainsi P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : par le principe de récurrence

VneN, u, €]0,1].
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(b) Soit n € N. Comme u, <1, on a :
Up41 — Up = f(un) — Up = (1 _un)S > 0.

Donc upiq > uy.
Ainsi :Vn € N, uyyq > up.
La suite est donc croissante.
(c) La suite (uy)nen est croissante et majorée donc elle converge.

Exercice 9.

1. C’est une suite arithmético-géométrique.

e On cherche le point fize : soit x € R.
rT=2r -3 xr=3.
e On pose pour tout n € N, v, = u, — 3. On a alors :
VneN, v, =Upy —3=2u, —3—3=2(u, —3) =2uv,.
Ainsi, (Vn)nen géométrique de raison 2 :
VneN, wv,=2"y,=-2"
e Conclusion : pour tout n € N :
Uy = Uy +3=-—-2"+3.
2. C’est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est :
v —b5r4+4=0

dont les solutions sont x1 = 4, xo = 1. Il existe donc deux réels A et B tels que pour

tout n € N :
u, = Ax4" + B x 1™

On détermine A et B en s’aidant de ug et uy :

1

3=u; = 4A+ B 3 = 4A4+ B _ 9

3
Finalement : ] 5
Vn € N, n==4"+ —.
n U 3 —1—3

2.3 Comparaisons et DL

Exercice 10. Déterminer un équivalent simple de chacune des suites (u,)nen Suivantes.
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. On a pour n € N* :
Un=1H(1+1—e_n%) avec  lim 1—e 22 =0.

Par équivalent usuel on a :

_
U, ~ 1—e nZ,

n—-+0o0o
Or comme lim —— =0 encore par équivalent usuel :
n—-+4o0o n2
_1 1
U, ~ 1— 2~ =
n—-+o0o n——+00 n2

Inn

~  —

" p—+too 3n

1
. Comme lim In (1 + —) = 0 par équivalent usuel :
n

n—-+4+oo
1 1 1
un:\/l—i—ln(l—i——)—l ~ —ln(l—l——).
n n—+oo 2 n

1
Comme lim — =0 par équivalent usuel
n—+oo N

1 In(1+ L L
U, ~ —In — ~  —.
n—+400 2 n n——4o00 2n
. Pour tout n € N*

In(n)

Comme lim

= 0 (croissance comparée) par équivalent usuel
n—-+oo n

n—-+oo n

n

. Ici, on va multiplier par la quantité conjuguée :

VneN, u, =Van2 +5n+2 —Van2 +n+ 1

VA2 +5n+2+vVan2 +n+1
VA2 +5n+2+vVan2+n+1

= (\/4n2+5n+2—\/4n2+n+1) X

B dn + 1

VA bn L2+ VA +n+ 1
Le numérateur est équivalent a 4n par les équivalents usuels.
Pour le dénominateur, pour tout n € N on a :

4 2 4 4n?

5
= — 2 14+ —
4 5 +2ny/ +4 +
2 \/1-1- + —|—\/1+1+ !
= n —_— _ _ —_
dn  2n? 4 4n?

5 1 1 1
\/4n2+5n+2+\/4n2+n+1:\/4n2 <1+—+—2)+\/4n2 (1+—+—)




Arnaud Stocker

5 1 1 1
Or : n1—1>I-iI-loo \/1 + ™ + 5% + \/1 + . + yrei 2. Donc, par compatibilité avec le
produit, on a :

VA2 +5n+2+VAn2+n+1 ~ 2nx2,

n—-+o0o

puis, par compatibilité avec le quotient :

4n

Uy .
n—+oo 21 X 2

Ainsi :u, ~ 1.
n—-+o0o

Exercice 11. Déterminer le DL des fonctions suivantes en Q.

1. D’apres les DL usuels, on a :
z 2
In(l+z)=2——+ o (z°).
Par conséquent :
a(z)=—x+x— "=+ o (2*)=—-=+ o (2%).

2. On remarque que :

Donc par DL usuel :
. 3 3 2 2 - 3 2 2
b(m)—1+§x—l—§x +wgo(9§ )—1—§ZE—I—§:B +xgo(x ).

Exercice 12. D’aprés les DL usuels, on a :

22
e“=14+z+=4+ o (27

2 z—0
et
(4 =z- %+ o (@)
n T)=z-+ z(_)m(x .
Ainsi :

x? x?
e"—1—-In(l+z)=1+z2+—=+ o (xQ)—l—(x——+ 00(1‘2))
T—

=2+ o (7).
z—0
Ainsi, d’aprés la caractérisation de la relation d’équivalence, on obtient :
e —1—In(1+x) ~ 2%
z—0

Par compatibilité des équivalents avec le passage au quotient on obtient :
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3  Probabilités

Exercice 13. Soient n € N* et p €0, 1].

1. (a) Voir cours.
(b) Soit X suivant une loi binomiale de paramétres n et p.

n

E(X)=) kP(X=k) =) _ k(Z>pk(1 —p)*

k=0

N n—1\ n—k
= nk_l)p(l—p)
k=1
n—1 n 1
_ - i+1(] _ pyn—i-1
(M7 )
n—1 n —
— 21 n—1—z
np%( Z. )p( p)
=np(p+1—p)"
= np.

2. (a) ,(b) et (¢) On va commencer par étudier la loi de X. On considére l’épreuve
de Bernoulli dont le succés est [’événement S : « le tireur touche deux fois la
cible ». Comme les deux tirs d’un tireur sont supposés indépendants, on a :

P(S) = P ([atteindre la cible au 1°" tir] N [atteindre la cible au 2°" tir])
= P ([atteindre la cible au 1 tir]) P ([atteindre la cible au 2 tir])

:p2_

Maintenant, si on répéte cette épreuve de Bernoulli avec n tireurs indépendants,
la variable X compte le nombre de tireurs ayant eu un succes. Ainsi X suit la

loi B(n,p?).

Etudions maintenant la loi de Y. On consideére 'épreuve de Bernoulli dont le
succes est l’événement S : « le tireur touche exactement une fois la cible ».
Comme les deuz tirs d’un tireur sont supposés indépendants, on a :

P(S) = P ([atteindre la cible au 1°" tir] N [rater la cible au 2 tir])
+ P ([rater la cible au 1°" tir]) P ([atteindre la cible au 2°" tir])
=p(l—p)+ (1 —p)p
=2p(1 —p).
Maintenant, si on répéte cette épreuve de Bernoulli avec n tireurs indépendants,

la variable Y compte le nombre de tireurs ayant eu un succes. Ainst Y suit la
loi B(n,2p(1 —p)).
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(b) Les événements [X = n] et [Y = 1] sont incompatibles car il n’y a que n tireurs.

Donc
P(X=nY=1])=0.

D’autre part,
P([X =n])=p™ et P([Y =1])=n2p(l—p)(1—2p(1—p)" "
Comme p €]0,1[, on obtient donc
P(X=n]))#0 e P(Y=1])#0
et par conséquent,
P(X=n)) P([Y =1]) # P([X =n,Y =1]).
Ainsi X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 14.
1. Voir cours.
2. Voir cours.

3. Une information est transmise a l'intérieur d’une population. A chaque étape, avec
une probabilité q, c¢’est Uinformation correcte qui est transmise d’une personne a une
autre. Avec une probabilité 1 — q, c’est linformation contraire qui est transmise.
Pour tout n € N, on note I, I’événement « l'information aprés n transmissions est
correcte » et p, = P(I,).

(a) Soit n € N, par définition du complémentaire, on a (en notant 2 univers) :
IL,Ul,=Q e I,NI,=0.

Done (I,,1,,) est un systeme complet d’événements.
(b) Soit n € N. D’aprés la formule des probabilités totales :

Pos1 = P(Lu1) = Pr, (L) P(1) + Py (1) P(1,)
=qXpat+(1=q) x(1—ps)
=(2¢—1)pn+1—9q

(c) On en déduit que (p,)n est une suite arithmético-géométrique.

1
Le point fize de la fonction associée est — et on vérifie que la suite (p, — §>” est

géométrique de raison 2q — 1. On en déduit :
1 1 1 1
% N n=102¢—1)"(ug—=)+===2¢—1)"+ =.

Exercice 15.
1. Voir cours.
2. Dans chaque cas, calculer E(Y).

(a) Par linéarité :

EY)=En—-X)=n—EX)=n—np.

10
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(b) Par le théoréme de transfert :

BY)=E@) =) 2PX =k)=) 2 (Z)pm -

4 Algebre

4.1 Systémes linéaires

Exercice 16.
1. On trouve (x,y,z) = (—1,0,2).

3
2. On trouwve comme ensemble de solution : {(x,t — 3% 142t + ;t) ; x,t € R}

4.2 Espaces vectoriels

Exercice 17.
1. Voir cours.
2. Ona:

E

{(z,y,2,t) ER* | 204y —t=0 et y=t}

{(z,y,2,t) ER* |20 =0 et y=t}
{(0,t,2,t) eR*; ¢,z € R}

={2(0,0,1,0) +¢(0,1,0,1) e R* ; ¢,z € R}

= Vect((0,0,1,0),(0,1,0,1)).

Ainsi E est un sous-espace vectoriel de R* et ((0,0,1,0),(0,1,0,1)) est une famille
génératrice de F.

Exercice 18. Soit f Uapplication de R® dans R® définie par :
V<$,yaz) ERga f(xay7z):(2x_yay+z70)
1. Soit (z,y,2),(x",y/,7)eR* et \€R. On a :
fl(@,y,2) + M@y, ) = fla+ Ay + Ay, 2 + A2
=2+ A) = (y+ M),y + Ny + 2 + 1, 0)
=2z —y,y+20) + X2 -4,y +2,0)
= f(z,y,2) + Af(@',y, %)
Ainsi pour tout (x,y,2), (2',y,2) ER® et A €R
f(z,y,2) + M@y, 2) = f(z,y,2) + A f (2, ¢, 2).

Donc f est linéaire.

11
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2. Pour le noyau : soit (x,y,z) € R>.

B 2c—y = 0
(x,y,z)Eker(f)(z}f(x,y,z)-()(z){ ytz = 0
:}{y -
z = -2

Donc : ker(f) = {(z, 2z, —22) ; v € R} = Vect((1,2,—2)).
Pour image, puisque ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une base de R? :

Tm(f) = Vect(£(1,0,0), £(0, 1,0), £(0.0, 1)) = Veet((2,0,0), (~1,1,0). (0, 1,0))
— Vect((2,0,0), (0,1,0))

1
car (—1,1,0) = (0,1,0) — 5(2,0,0).
La famille ((2,0,0),(0,1,0)) est génératrice de Im(f). De plus, elle est formée de
deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre. C’est donc une base de Im(f).
3. Son noyau n’est pas réduit au vecteur nul donc elle n’est pas injective.

Son image n’est pas égale & R® (car de dimension 2 d’aprés la question précédente)
donc elle n’est pas surjective.

Elle n’est donc pas bijective non plus.

4. Pour déterminer sa matrice dans la base canonique de R :

— On calcule les images des vecteurs de la base canonique :
f(1,0,0)=1(2,0,0) ;5 f(0,1,0)=(-1,1,0) ; f(0,0,1)=(0,1,0).

— On détermine les coordonnées de chacune des trois images dans la base cano-
nique.
— La matrice donc les colonnes sont les coordonnées de chacun de ces trois images

dans la base canonique est la matrice voulue :
2 =10
Matgam (f) = 0 1 1
0 0 O

5. (a) Montrer que la famille ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) est libre : soit A1, A2, A3 € R.

On a
AM+X+A3 =0
/\1(1,1,1)+/\2(1,1,0>+/\3(1,0,0>:(0,0,0) <~ A1+ Ao = 0 =
)\1 =0

La famille ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) est donc libre.
De plus, elle est formée de 3 vecteurs de R® et R® est de dimension 3. Par
conséquent, ¢’est une base de R3.

(b) i. Pour déterminer la matrice Matg (f) :

— On calcule les images des vecteurs de la base B :

f(1,1,1) =(1,2,0) ; f(1,1,0)=(1,1,0) ; f(1,0,0) =(2,0,0).

12
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— O/n détermine les coordonnées de chacune des trois images dans la base

B'.

Les coordonnées de f(1,1,1) = (1,2,0) dans la base B’ sont (0,2, —1) car
(1,2,0) =0x (1,1,1) +2 x (1,1,0) — (1,0, 0).

Les coordonnées de f(1,1,0) = (1,1,0) dans la base B' sont (0,1,0) car
(1,1,0) =0 x (1,1,1) + (1,1,0) + 0 x (1,0,0).

Les coordonnées de f(1,0,0) = (2,0,0) dans la base B' sont (0,0,2) car

(2,0,0) =0 x (1,1,1) + 0 x (1,1,0) + 2 x (1,0,0).

— La matrice donc les colonnes sont les coordonnées de chacun de ces trois
images dans la base B’ est la matrice voulue :

0

Matg/(f) = 2

-1

O = O
N OO

it. Pour déterminer la matrice Matg 5 (f) :

— On calcule les images des vecteurs de la base B :
f(1,0,0) =(2,0,0) ; f(0,1,0)=(=1,1,0) ; f(0,0,1)=(0,1,0).
— O/n détermine les coordonnées de chacune des trois images dans la base
B
Les coordonnées de f(1,0,0) = (2,0,0) dans la base B' sont (0,0,2) car
(2,0,0) =0 x (1,1,1) + 0 x (1,1,0) + 2 x (1,0,0).

Les coordonnées de f(0,1,0) = (—1,1,0) dans la base B sont (0,1,—2)
car
(—1,1,0) = 0 x (1,1,1) + (1,1,0) — 2 x (1,0,0).

Les coordonnées de f(0,0,1) = (0,1,0) dans la base B’ sont (0,1, —1) car
(0,1,0) = 0 x (1,1,1) + (1,1,0) — (1,0,0).

— La matrice donc les colonnes sont les coordonnées de chacun de ces trois
images dans la base B’ est la matrice voulue :

0
MatBVB/(f) =10 1 1
2

iwi. Pour déterminer la matrice Matg g(f) :

— On calcule les images des vecteurs de la base B’ :

f(1,1,1) =(1,2,0) ; f(1,1,0)=(1,1,0) ; f(1,0,0) =(2,0,0).

13
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— On détermine les coordonnées de chacune des trois images dans la base B.
Les coordonnées de f(1,1,1) = (1,2,0) dans la base B sont (1,2,0).
Les coordonnées de f(1,1,0) = (1,1,0) dans la base B sont (1,1,0).
Les coordonnées de f(1,0,0) = (2,0,0) dans la base B sont (2,0,0).

— La matrice donc les colonnes sont les coordonnées de chacun de ces trois
images dans la base B est la matrice voulue :

Matglﬁ(f) =

O N =

1
1
0

S O N

5 Python

Exercice 19.

1. Eerire une fonction Python qui prend en argument un nombre réel x et qui renvoie
22 — 3z + 7.

def f(z):

return 2%z **¥3-3xx+7
2. En important la bibliothéque matplotlidb.pyplot, écrire les commandes permettant
d’afficher le graphe de la fonction x — 22 — 3z + 7 sur Uintervalle [—1,1]

wmport matplotlib.pyplot as plt
wmport numpy as np

X np.linspace(-1,1,100)
Y = f(X)

plt.plot(X,Y)

plt.show()

Exercice 20.

1. A laide d’une boucle for, écrire une fonction qui prend en argument un entier naturel
n

n et renvoie la valeur de la somme Z(Qk — k?).
k=0
def S(n):
S =0
for k in range(nt+l1):
S = 8§ + 2%%k-k*%2
return S

2. Calculer cette somme & la main :

n

“ “ 2n+1
k=0 k=0

k=0 6

Exercice 21.

14
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# avec des listes de listes

A [(1,1,0],[1,2,3],[0,1,0]]
B = [[0,0,0],[0,0,0],[0,0,0]]
Alo][2]=7

print (A[0])

# avec des tableaux numpy

4 np.array ([[1,1,0],[1,2,3],[0,1,0]1])
B = np.zeros([3,3])

4[0,2]="7

print (40, :])

15
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