REVISIONS 2

REVISIONS SUR LES FONCTIONS

Ce chapitre de révision reprend ’essentiel des chapitres Analyse 2, Analyse 3, Analyse 6, Analyse
7 et Analyse 9 du programme de premiére année (voir le programme officiel) mais ne se substitue
pas aux cours que vous avez eus ’an dernier.

Sommaire
2.1 Généralités sur les fonctions . . . . . . . .. ... .00 e 14
2.2 Limites et continuité . . . . . . . . . . . ...ttt 15
2.2.1 Limites . . . . . e e e e e e e 15
2.2.2 Continuité . . . . . . . . . . e e e e e e e 16
2.3 Dérivation . . . . i i i ittt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 17
2.4 Développements imités . . . . . . . . 0t i il i e e e e e e 18
Formulaires . . . . . . . @ @ i i i i i i i i it e e e e et ettt e e 20
Fonctions usuelles . . . . . . . . .. . L e 20
Limites . . . . . o e e e e e 26
Formules de dérivations . . . . . . . . . .. ... o 28
Développements limités . . . . . . . . . . .. e e e 30

13



Arnaud Stocker

2.1

Généralités sur les fonctions

—{ Définition 2.1 }

Soit f une fonction définie sur un intervalle I non vide et non réduit & un point.

1. Si I est symétrique par rapport & 0, on dit que :
e festpairesi:Vxel, f(—x)= f(x);
e festimpairesi: Ve el, f(—x)=—f(x).

2. On dit que f est T-périodique si

e f est définie sur un domaine D tel que : Ve € R, x € D=2+ T € D,
e VxeD, flx+T)=f(z).

3. On dit que f est croissante (resp. strictement croissante) sur l'intervalle 1

S1:

V(z,y) € I?, z<y= f(z)< f(y) (resp.z <y= f(z) < f(y).

4. On dit que f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur

l'intervalle I si :

V(z,y) € I*, z<y= f(z)>f(y) (resp.z <y= f(z)> f(y).

5. On dit que f est majorée par M sur [ si :

Ve el, f(z)<M.

6. On dit que f est minorée par m sur [ si :

Veel, m< f(x).

7. On dit que f est bornée sur [ si elle est majorée et minorée sur I.

14



Arnaud Stocker

2.2 Limites et continuité

2.2.1 Limites

—{ Définition 2.2 }

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a un élément ou une borne de I.
Soit £ € R.

1. On dit que f a pour limite ¢ en a lorsque :

~

esiacR:Ve>03a>0Vze€l, |z—a|l<a=|f(z)—
esia=+00:¥e>03A>0Vzel, z>A=|f(z)—/
esia=-00:Ve>03A<0Vzxel, z<A=|f(zx)—/{

2. On dit que f a pour limite +o0o en a lorsque :

<
<

g,

7

<
5
€

esiacR:VA>03a>0Vzel, |z—a|l<a= f(zx)>A,
esia=+00:YA>03IB>0Vzel, z>B= f(zx)>A,
esia=—-00:VA>03B<0Vzxel, z<B= f(z)> A

3. On dit que f a pour limite —occ en a lorsque :
esiacR:VA<03da>0Vzel, |z—al<a= f(zx)<A,
esia=4+0:YVA<03IB>0Vzxel, z>B= f(x)<
esia=-0:YVA<03IB<0Vzxel, z<B= f(zx)<

Dans tous les cas (¢ € RU {—o00,400}), on note :

A,
A

lim f(x) =¢ ou limf=¢ ou f(z)—¢
Tr—a a T—ra

Exemple 2.1. On illustre sur la figure ci-dessous quelques cas de cette définition :
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— Théoréme 2.0 (Résultats fondamentaux)

1. Passage a la limite dans les inégalités larges : si f(z) < g(x) au voisinage
de a alors (sous réserve d’existence) :
li < li .
lim f(z) < lim g(z)
2. Théoréme de la limite monotone : soit f une fonction croissante sur I =|a, b.
Alors f admet une limite & droite en a (finie si f est minorée et égale & —oo sinon)
et une limite & gauche en b (finie si f est majorée et égale & 400 sinon).

Le résultat s’adapte auz fonctions décroissantes.

3. Théoréme des gendarmes : soient f, g et h trois fonctions définies sur un
intervalle I et a un élément ou une borne de I.

Si f et h admettent une méme limite £ € RU {£o0} en a et qu’au voisinage de
aona: f<g<h.Alors:
lim g(z) = ¢.

r—ra

2.2.2 Continuité

— Définition 2.3 (Continuité)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit a € I.

1. On dit que f est continue en q si :

lim f(z) = f(a).

Tr—a

2. On dit que f est continue sur [ si elle est continue en tout point de I.

— Méthode 2.1 (Montrer qu’'une fonction est continue)

1. En général, pour montrer qu'une fonction est continue sur un intervalle I on
utilise :
e les connaissances sur la continuité des fonctions usuelles;
e le fait que la somme, le produit, le quotient (quand le dénominateur ne

s’annule pas), la composée de fonctions continues sont continues.

2. Dans certains cas, on est obligé de revenir a la définition et d’étudier la limite de
la fonction en certains points.
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— Théoréme 2.0 (Résultats fondamentaux)

1. Prolongement par continuité : si f est définie sur I\{a} et admet une limite
finie £ en a alors la fonction g définie sur I par :

Ve e, g(m):{ f(g:r) :iiiz

est continue en a.

2. Théoréme des bornes atteintes : soit f un fonction continues sur un segment
[a,b]. Alors f est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes.

3. Théoréme des valeurs intermédiaires : soit f une fonction continue sur un
intervalle I et soit (a,b) € I* avec a < b. Alors pour tout réel ¢ compris entre
f(a) et f(b) il existe un xg € [a,b] tel que f(xo) = c.

4. Théoréme de la bijection : soit f une fonction continue et strictement mono-
tone sur un intervalle I. Alors f(I) est un intervalle, f réalise une bijection de I
sur f(I) et sa bijection réciproque est continue et strictement monotone sur f(1),
de méme sens de monotonie que f.

2.3 Dérivation

—{ Définition 2.4 }

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I.

1. On dit que f est dérivable en a si la limite suivante existe et est finie :
x) — f(a
L F@) — fl)
Tr—a r — a
Dans ce cas cette limite est appelé le nombre dérivé de f en a et noté f'(a).
2. La fonction f est dite dérivable sur [ si elle est dérivable en tout point de I.

3. La fonction f est dite de classe C* sur I si elle est k fois dérivable sur I et de
dérivée k-ieme continue.

— Méthode 2.2 (Montrer qu'une fonction est dérivable/C")

1. En général, pour montrer qu'une fonction est dérivable/ C* sur un intervalle I on
utilise :

e les connaissances sur la dérivabilité des fonctions usuelles ;

e le fait que la somme, le produit, le quotient (quand le dénominateur ne
s’annule pas), la composée de fonctions, la bijection réciproque de fonctions
dérivables/C* sont dérivables/C*.

2. Dans certains cas, on est obligé de revenir & la définition et d’étudier la limite du
taux d’accroissement.
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— Théoréme 2.0 (Résultats fondamentaux)

1. Théoréme de Rolle : si f est définie et continue sur [a,b], dérivable sur |a, b]
(avec a < b) et telle que f(a) = f(b) alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

2. Théoréme des accroissements finis : si f est définie et continue sur |[a, b],

f(0) = f(a)

dérivable sur ]a, b[ (avec a < b) alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = —

2.4 Deéveloppements limités

— Définition 2.5 (Développement limité en 0)

Déterminer un développement limité & ’ordre n en 0 d’une fonction f consiste & déter-
miner, s’ils existent, des réels ay, ..., a, tel que pour tout x au voisinage de 0 :

fx)=ap+arz+ - +az"+ o (2").

z—0

— Théoréme 2.0 (Formule de Taylor-Young)

Soit f une fonction de classe C" sur un intervalle contenant 0. Alors f admet le déve-
loppement limité & ’ordre n au voisinage de 0 suivant :

" p(k)
f(:z):zf !(O)sck-l- o (z").
k=0

k z—0

— Méthode 2.3 (Calculs de limites)

Les développements limités sont utiles pour :
e le calculs d’équivalents, de limites ;

e ¢tudier le prolongement par continuité, la dérivabilité d’un prolongement par
continuité d’une fonction.
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— Méthode 2.4 (Position relative par rapport & une tangente)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et @ un élément de I.

1. La courbe C; possede une tangente non vertical en a si et seulement si f est
dérivable en a.
I’équation réduite de la tangente est alors donnée par la partie polynomiale
du DL; de f en a.

2. Si f admet un DL de la forme

f(@) = f(a)+ f(a)(x —a)+an(z —a)"+ o ((x—a)") ou ap#0

r—a
alors la position relative de Cy par rapport & sa tangente est donnée par le signe
de ap(z —a)".
e Cas n pair : la courbe ne traverse pas sa tangente.

Si a, > 0 : la courbe est au-dessus de sa tangente au voisinage de a.

— Si a, < 0 : la courbe est en-dessous de sa tangente au voisinage de a.
e Cas n impair : la courbe traverse sa tangente.

— Si a, > 0 : la courbe est en-dessous pour x < a puis au-dessus pour
T > a.

— Si a, < 0 : la courbe est au-dessus pour x < a puis en-dessous pour
T > a.

— Meéthode 2.5 (Asymptotes obliques)

Soit f une fonction telle que lim f(z)= £oo.
T—>+00

1
En effectuant le changement de variable h = —, h tend vers 0 quand z tend vers +oo

x
et on peut effectuer un DL en h au voisinage de 0. En revenant & la variable z, si on
obtient une expression de la forme :

f(x)zaﬂ:—i—b%—%—i- 0 <1>

r—+oo \ T

alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote a Cy au voisinage de F-00.
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Formulaire — Fonctions usuelles

D; =R.

Variations :

Cas n pair

Parité : de la parité de n.

Continue et dérivable sur R : Vz € R, f'(z) = na" .

X

Fonction x +— 2™, n > 2

Cas n impair

Signe
de f'(z)

de f

Variations

e Graphe :

Cas n pair (ici n = 2) :

x —00 400
Signe
de f'(x) i
Variations +00
/
de f o

Cas n impair (icin = 3) :

)
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D = R*.

Parité : de la parité de n.

Fonction z — 27", n > 1

e Continue et dérivable sur R* : Vz € R, f/(x) = —%.
e Variations :
Cas n pair Cas n impair
x —00 0 +00 x —00 0 +0oo
Signe Signe
de f'(z) + B de f'(z) ~ B
Variations 00 | +00 Variations 0 L oo
de f 0 - o~ 0 de f —0 ~ 0
e Graphe :

Cas n pair (icin=2) :

Y
4 x

Cas n impair (ici n = 3) :
y

21




Arnaud Stocker

Fonction logarithme . .
Fonction exponentielle
Définiti : 1 imiti 0 d
o Définition : la primitive sur J0,+oof de e Définition : bijection réciproque de In.
x —  quis annule en 1. « D; =R
e Dy =0, +ocl. e Continue et dérivable sur |R : Vz >
e Continue et dérivable sur ]0,+oo[ : 0, exp’(r) = exp(x) = €”.
Vo >0, In'(x) = l e Propriété : pour tout z,y > 0 :
x
e Propriété : pour tout z,y > 0 : ) _ gty
e(l)
In (ay) = In(x) + In(y) o=
e
In <E> = In(z) — In(y). e Variations :
Yy
e Variations : x —00 0 +o0
x 0 1 +o0 Signe de e” +
1
Signe de — + Variations 1— oo
L de exp o
.. +00 >
Variations e
_0
de In PSS
o Graphe :
y
e Graphe :
y
6
1
4
1 2 ; 4 5
5 |
—1 4
9 —4 :2 2T
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Fonction z — 2%, a € R\Z

e Définition : 2% =€

e Continue et dérivable sur |0,+oo[ :

Ve >0, f'(z) = az® .

e Variations :

aln(z)

pour x > 0.

Sia<0:
T 1 +00
Signe _
de f'(x)
Variations +00 ~1
de f T~
Sia>0:
z 1 400
Signe
de f'(x) i
Variati 400
ariations _
de f 0 1
e Graphe :
Yy
° ] a<0 [

Fonction z — a*, a >0

e Définition : a* =€

z1n(a)

pour z € R.

e Continue et dérivable sur R : Vz €

R, f'(z) = In(a)a”®.

e Variations :

Sia<1
T 0 400
Signe _
de f'(z)
Variations —
de f \ 0
Sia>1:
T 0 400
Signe
de f'(x) "
Variati 400
ariations 1—
e Graphe :
—a <1
—_—1<a

23
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Fonction cosinus Fonction sinus
e Domaine de définition : R. e Domaine de définition : R.
e Parité, périodicité : paire, 27- e Parité, périodicité : impaire, 27-

périodique. périodique.

Continue et dérivable sur R :

Continue et dérivable sur R :

cos’ = —sin. sin’ = cos.

e Variations : e Variations :
T T T T
x —T 5 0 5 T x —T 5 0 5
cos’ () C) + 0 - 0 sin’(x) - O + O -
cos , 0 0—__ . sin \ . 0 \
e Graphe : e Graphe :
Yy Yy

} } } } } } 7 } } } } t )
—6 U*Oﬁ I \/ 6 * -6 —4 2 2 2 U ’
e —1
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Fonction tangente

e Domaine de définition :

R\{g+k7r; kGZ}.

périodique.

tan’ = 1 + tan? =

Parité, périodicité

impaire,

Continue et dérivable sur R :

cos?’
e Variations :
0 T
x —_— —
2 2
+o00
tan /0/
—00
e Graphe :
)
4 4

-

Fonction arctangente

Définition : bijection réciproque de tan
our |- 2,2

272
e Domaine de définition : R.

Parité : impaire.

Continue et dérivable sur R :

1
tan’(z) = :
arctan’(x) 22
e Variations :
x —00 0 +00
T
arctkan | T ___—0— 2
2
e Graphe :
Yy
s . > s

25



Arnaud Stocker

Formulaire — Limites

lim f
@ exp In x—z",neN
a
—00 0 +o0 selon la parité de n
0 1 | —oo (en 0V) 0
+00 +00 ~+00 +o00
TABLE 2.1 — Limites usuelles

limf | img | lim(f+g) |limfxg| lim S

a a a a a g

l

L 0 #0 o+ 0 o 7
L#0 0 L 0 +oo ()

0 0 0 0 F.I
(40| +oo +o0 +00 () 0 e Le symbole (x) signifie que le signe est

& étudier selon la régle des signes.

0 £00 £00 F.I 0 e F.I désigne les formes indéterminées
too | £ £0 too Lo (%) | 00 (4) qu’il faut étudier au cas par cas.
+oo 0 +oo FI +oo (%)
400 —00 F.1I —00 F.I
400 400 400 ~+00 F.I

TABLE 2.2 — Opérations sur les limites

— Proposition 2.1 (Croissances comparées)

Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs.

C
ebz

z—+oo @

lim 2%(In(z))" =0 ;
lim 2%(In())” =0 ;

lim =400 ; lim
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Proposition 2.2 (Equivalents usuels)

Les équivalents suivants sont & connaitre par coeur :

1. ew_lx:O:U; 4. ln(1+$)x:0x;
2. sin(z) gy 51 (1—1—30)“—130:0@:13 oua#0;
3. cos(z) —1 ~ _$_2. 6. tan(z) ~ =x.
a0 2 7=0
7. Soient n > p et (ap, api1,- .-, a,) € R"PT avec a, # 0 et a, # 0.

e En +oo et —co :

n

=il
ape? + -+ ap_12" " Fapz”  ~  apz”.

r—300

e En0:

apt? + -+ + ap_12" "t + ap2™ ~ apa.
z—0
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Formulaire — Formules de dérivation

sur tout I tel que :

Fonction Dérivée
U+ v w4 u et v dérivables sur
Au, A € R M/ u dérivable sur I
uv wv+v'u u et v dérivables sur I
U u'v —v'u
— 3 u et v dérivables sur I et v ne s’annule pas sur [
v v
1 v . ,
— - v dérivable et ne s’annule pas sur I
v v
uov v x (u' ow) v dérivable sur I et u dérivable sur v([)
—1 1 P P bl —1
u - T u dérivable et sa dérivée ne s’annule pas sur u~ (1)
u ou~
u®,a €R au'u®! u dérivable et strictement positive sur I

TABLE 2.3 — Formules de dérivation
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Fonction Dérivée sur
e’ e’ R
In(z) ! 10, o0
n(z — 00
T 9y
Vi 1 10, +oc|
x — 00
2V ’

2", neN na" ! R
z", n € N\Z na™ 1 R*
z? a € R\Z az®! 10, 4+o00]

sin(x) cos(z) R
cos(z) — sin(x) R
tan(x) 1+ tan(z)? = P R\ {g +km; ke Z}
tan(z) ! R
arctan(z —
1+ a2

TABLE 2.4 — Dérivées usuelles
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Formulaire — Développements limités

Fonction Développement limité
2 n
e’ P o (")
2 n! z—0
1 2 n n
=1l+4+z4+ 2+ ... 4+ 2" + o (2"
1—=z z—0
! =1 -z + 22 + + (=) + o (")
1+x z—0
2 n
- T -z n
In(1 —x) = —=x 5 - + mgo(x )
2 2n
o €z (_1)nx 2n
cos(x) =1 - -t o) m_m(ac )
3 n.2n+1
: _ x (-1)"=z 2n+1
sin(x) =7 - 37 + ...+ on 1) x_)()(a: )
—1)z2 — 1) (a — 1
(14+2)* | = 1+ax+u+...+a(a Joo(azn+ )x"—i- o (z")
2 n! z—0
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