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Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — TD1

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Exercice 1.

1. La fonction f est définie en (z,y) si et seulement si zy est strictement positif (pour
que In (zy) existe) c’est-a-dire si et seulement si "z > 0 et y > 0" ou "z < 0 et
y < 0"

2. La fonction g est définie en (x,y) si et seulement si 9 — 2 —? est positif ¢’est-a-dire
si et seulement si "z? + y* < 9". L’ensemble de définition de g est donc la boule
fermée de centre (0,0) et de rayon 3.

Exercice 2.

1. La ligne de niveau —1 de la fonction (z,y) — 2 — 42 + 4 + y* — 5 est I'ensemble :
{(z,y) €ER* | 2* —4x+4+y* —5=—1}.
Or on a pour tout (z,y) € R* :

B —dr+d4+ P —b=—l<=’ —da+d4+ P =4 (2 -2+ =1
| (z,y) = (2,0) |= 2.

Ainsi on obtient :
{(z,y) eR?* |2 —dz+4+y* —5=—1} = {(z,y) e R* | | (x,9) — (2,0) ||=2}.

La ligne de niveau —1 de la fonction (z,y) + 2 — 42 +4 +y* — 5 est donc le cercle
de centre (2,0) et de rayon 2.

2. La ligne de niveau 0 de la fonction (x,7) + 2*y* est I'ensemble :
{(z,y) eR* [ 2"y* = 0}.
Or on a pour tout (z,y) € R? :
P =0=2"=0ouy’=0<=2=00uy=0.
Ainsi on obtient :
{(z,y) eR* [ 2%y* =0} = {(z,y) €R* | 2 =0} U{(z,y) ER* | y = 0}.

La ligne de niveau 0 de la fonction (z,y) + 2%y® est donc la réunion des droites
d’équation y = 0 et x = 0.
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Exercice 3. Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C? sur un pavé ouvert a
préciser et calculer les dérivées partielles d’ordre 2.

1. La fonction f; est polynomiale donc de classe C? sur R? (en particulier, elle est de
classe O sur R?). De plus, pour tout (z,y) € R on a :

0 0

8{2 (z,y) = 32%y° + 6y — 20> + 1 ; 8—];1(11, y) = 32°y* + 3u® — dyu;
9? 0?

axf; (z,y) = 6xy° + 6y ; ayél (z,y) = 62°y — 4x;

d° f1 9 f1

33/8:15( ny) = 5 3 ——(z,y) = 92%y* + 62 — 4y.

2. La fonction f, est de classe C? sur R? en tant que composée de fonctions de classe

C.

De plus, pour tout (z,y) € R? on a :

0 0

S = sysinEry -y £ 1) 5 (o) = ~(B0 - Dsin(3ey - y-+ 1)
0*f 0*f

5ot (1:9) = 9y cos(Bry —y +1) G y) = (3 — 1) cos(3ay —y + 1)

O L2y = L (1) 301~ 30y cos(3 +1)— 3sin(3 L),
8y8x x,Y o 3 x)y Ty —y 1\OTY — Y

3. La fonction f; est de classe C? sur R? en tant que composée de fonctions de classe

C?

De plus, pour tout (z,y) € R* on a :
%(x ) = ot %(x ) = 2z
oz Y Sl (x 4292 T Oy Y 1+ (x4 2y)?Y
%(9& )= - 2(z + 2y) ' (92f3(x )= - 8(x+2y)
022 Y T T U @22 T 02 Y T T Ut @)
82f3 82f3 4(ZE + 2y)

5yor Y = 3zay Y =TT @ v 2R

4. La fonction (z,y) — x est polynomiale donc de classe C? sur R% x R et & valeurs
dans RY sur R} xR. La fonction logarithme étant de classe C? sur R, on en déduit
par composition que (z,y) — In (z) est de classe C* sur R%. x R.

Par ailleurs, la fonction (z,y) — z+y* est polynomiale donc de classe C* sur R%, xR.
Ainsi par somme puis produit de fonction de classe C? sur R x R, la fonction f4
est de classe C? sur RY x R.

De plus pour tout (z,y) € R} xRona:

0 1 0
a—fu,y):ln(x)ww?m(gﬂ)=1n<x>+2as+y2+1 LY P

dy
*f4 1 *f4

Tz By =42 7 (z,y) =2z

2
E)xé)y(x’ y) =2y = 8yg4m (z,y) d’aprés le théoréme de Schwarz.




Arnaud Stocker

5. La fonction (z,y) — z est polynomiale donc est de classe C? sur |0, +-o00[x]1, +o00|
et a valeurs dans |0, +oo[ sur |0, +oo[x]1, +00[. La fonction racine carrée étant de
classe C? sur ]0, +oc[, on en déduit par composition que (z,y) > v/ est de classe
C? sur )0, +o0o[x]1, +o0|.

La fonction (z,%) + y est polynomiale donc est de classe C? sur |0, +-o00[x]1, +00]
et a valeurs dans |1, 4o0[ sur |0, 4o00[x]1, +oo[. La fonction logarithme étant de
classe C? sur ]1,+oo[ et ne s’y annulant pas, on en déduit par composition que
(z,y) = In (y) est de classe C* sur |0, +o00[x]1, +o0].

Par quotient, f5 est de classe C? sur ]0, +oo[x]1, +ocl.

De méme, elle est de classe C* sur |0, +o0o[x]0, 1].

De plus pour tout (x,y) €]0, +00[x]1, +00[ et tout (z,y) €]0,4+00[x]0,1[ on a :

L ) L
é)x( ay)_ 2\/Eln(y) ) ay( ’y) yln(y)gv
Ox? (z,9) = 4oy/rIn(y) = Oy? (@y) = \/EyQ In (y)?

[ 1 P fs
(LU, y) == 7 —
Oxdy 2yv/x 1n (y) dyox

(x,y) d’aprés le théoréme de Schwarz.

Exercice 4. Soit f la fonction définie sur R? par :
V(z,y) €R?, flz,y) = (@ +y7)e .

1. La fonction (x,y) 2?2 4 y? est polynomiale donc de classe C! sur R2. De plus, la

fonction  +— e~ est de classe C'* sur R donc par composition (z,y) — e~ @) gt
de classe C' sur R
Finalement, par produit, f est de classe C' sur R

2. Pour tout (z,y) € R* on a :

0
O (0,) = 26— 2a(a? 1 yR)e ) — 2001 - g2 ),

ox

0
8_5(96, y) = 2ye” D = 2y(a? 4 y)e TV = 2yem (T (1 — 2% — y?),

Soit (x,y) € R? On a alors :

Vi(z,y) = (8) = { 2oe”" V)1 -3t —y) = 0

ye~ @1 —a? — ) = 0

r(1—2>—y*) = 0
<~ .
{ yl—a—y) =0

Ainsi, on obtient :
0 x =
Vi(z,y) = &
f( y) (0) {y(l—xz—gf) _

r =0 0 2 92
(:){y:() ou {1—x—y2:0 ou l—a"—y =0

& (z,y) € {(0,0)}U{(x,y) ER? | 2° +4° = 1}.

ou { 1—x22—y22 -
y(l—a*—y*) = 0

8 OO

[\
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Ainsi 'ensemble des points critiques est :
{(0,00} U{(z,y) eR* | 2> +y* =1} .
3. La fonction g est dérivable sur R et pour tout z € R, on a;
Jgx)y=e*—xe® =(1—x)e "

On en déduit le tableau de variation suivant :

T 0 1 +o0
Signe
de g/(x) + 0 -
Variations e !

En particulier on a I’encadrement suivant :
VreRy, ¢(0)=0<g(z) <e ' =g(1).

Or, on remarque que pour tout (z,y) € R f(x,y) = g(z* +y*). Ainsi :
e pour tout (z,y) € R* on a :

f(z,y) = g(z® + ) > g(0) = f(0,0)

et f posséde donc un minimum global en (0,0);
e soit (79, y0) tel que x5 + 332 = 1 alors pour tout (z,y) € R* on a :

fla,y) = g(a® +y*) < g(1) = glag + y3) = (0. %)
et f posséde donc un maximum global en (z, yo).

Exercice 5.

1. (a) La fonction f est polynomiale donc de classe C* sur R?. Pour tout (z,y) € R?
on a:

%(ﬂfay):4$+2y—1 et Z—ch($,y):4y+2x—1.
(b) Soit (z,y) € R®. On a :
vf(x,y):(g)@{j;j;ij - 8 <:>{4yff2;1_1 - 8 Ly 2Ly — Ly
1
=" 0
V=g

Ainsi le seul point critique de f est A et f(A) = —




Arnaud Stocker

2. (a) Soit (z,y) € R*. On a :

2 2 2
y 1 3 1 9 Y 1 x oy 3( 5
2 T2} 42 (y—=) = Yoy = pay—2 L) 12 (2
($+2 4) +2(y 6) <‘T+4+16+w 2 1) a2\
1

:2x2+2y2+2xy—x—y—|—6.

(b) Soit (x,y) € R% D’aprés la question précédente on a :

2 2
y 1 3 1 1
< J_ - “ly—2) = -
0_2(x+2 4> +2<y 6) f(:c,y)+6

On en déduit donc :

1

V(ZE,y) GRQ, f<$7y) > _gzm
Ainsi m est le minimum global de f.
3. (a) Soit (z,y) € R?. On a d’aprés 3.b :
1
g(l’,y) = f(exa ey) Z _6

(b) En particulier :

Y(z,y) € R?,  g(z,y) > —é = (1 1) =g(—In(6), —In(6)).

1
Ainsi g posséde un minimum global en (—1n (6), —In (6)) qui vaut ~5

Exercice 6. Soit f: (z,y) — z¥ — x.

1. On remarque que z¥ = ¢?™@ donc f est définie sur RY xR :

Y

N

T

I

1

I
1 L

1

1

1

1

1

I

I

I

1

1

I

2. La fonction (z,y) — x est polynomiale donc de classe C' sur R* xR et & valeurs dans
R? . La fonction logarithme est de classe C! sur R’.. Par composition, la fonction
(z,y) — In(z) est de classe C" sur R x R.

Par produit (z,y) — yIn(z) est C* sur R% x R puis par composition avec I'expo-
nentielle (z,y) > /™) est C* sur R? x R.

Finalement, par somme f est de classe C' sur R x R.

Calculons ses dérivées partielles d’ordre 1. Pour tout (z,y) € R x Ron a:

0 0
T = =15 P = )
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Déterminons les points critiques : soit (z,y) € RL x R. On a :

V() (x,y) = ¢${§§ - z
={ e Z
¢¢{y b=
@{Z:i

Ainsi f posséde un unique point critique : (1, 1).
3. Soit h > 0. On a

f(A4h,1—h)=d-W0h 1 _p

2
N N G B

_ eh—gh2+hgo(h2) -
(=K o )+ ih =K o () —1—h
2 h—0 2 2 h—0
=—h*+ o (h?)
h—0

4. De méme pour h > 0 :

fQ+h,1+h) =l 4 p

(A+h)(h="2 4 o (h2))

=e 2 hoo —1—-h
h4+1n2 h2
= e +2 +h3>0( ) — 1 J— h

_ L.y 2 1 L., 2\\2 1
_1+(h+2h +h30(h ))+2(h+2h +h30<h ) —=1—h
=h*+ o (h?)

h—0

On en déduit que pour tout h > 0 suffisamment proche de 0 on a :
f(A4+h,1—h)<0=f(1,1).

En particulier, tout pavé ouvert contenant (1,1) contient un élément dont I'image
est strictement inférieure & f(1,1) : ainsi f n’admet pas de minimum local en (1, 1).

De la méme facon, pour tout h > 0 suffisamment proche de 0 on a :
f(A+h1+h)>0=f(1,1).

En particulier, tout pavé ouvert contenant (1,1) contient un élément dont I'image
est strictement supérieure & f(1,1) : ainsi f n’admet pas de maximum local en (1, 1).

Exercice 7. Soit f une fonction C? sur R? et «, B des nombres réels non nuls. On pose
pour tout (u,v) € R? :
9(u,0) = flau+ Bo, au — Av)
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1.

(a) Soit v € R. D’aprés la formule de dérivation des fonctions composées on sait
que la fonction partielle g, : u — f(au + v, au — fv) est dérivable sur R et
que sa dérivée est :

u ag(au + fu, au — pfv) + ag(au + pu, au — pv).

ox dy
Ainsi :
Jg of of
2 = — — — —_ —
V(u,v) € R, 8u(u,v) am (u + Bv, au — pfv) + ozay (au + Bv, au — Po).

De méme, on trouve :

%(u,v) = Bgi(au+ﬁv au — fv) — ﬂg—;j(au + pu, au — pv).

(b) On procéde de méme pour les dérivées partielles d’ordre 2. Si on fixe v € R,
2

M g(u v) est la dérivée en u de la fonction partielle :

u— SZ(U,U) = a%(au + v, au — fv) + ag—g(au + Bu, au — Bu).

La formule de dérivation des composées donne alors, pour tout (u,v) € R? :

2 2 2
gug (u,v) =« %(au + pu, au — pv) + oz2aaaf (au + pv, au — [v)

5? 9?
+ a? 8xc‘§y (au+ Bv,au — f.v) + « 8—£(au + pv, au — [v)

et de méme
82 2 82

a—v‘g(u,v) = 3? o J;(au—l—ﬁv au — fv) — ﬁQ%(&u—l—ﬂv,au—ﬁv)

52 92
—Banaf (qu + po, au—ﬁv)+62 f(ozu—i—ﬂv,ozu—ﬂv)

2. On peux maintenant simplifier (on utilise le théoréme de Schwarz sur 'égalité des

dérivées secondes croisées) : pour tout (u,v) € R?

82 82 82
0?55 (u,0) = B3 (u, ) = —4a2ﬁ2wgy(au + Bo, au — fv).

Résoudre 1'équation d’inconnue g € C*(R?) :
2 0% 0%g
2 2 _
V(u,v) € R, « W(u v)—f w(u,v) =0
revient donc & résoudre 1’équation d’inconnue f € C*(R?) :
0*f

2
V(u,v) € R, 920y

(oau + pv,au — pv) =0,
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Or la transformation linéaire (u,v) — (z,y) = (au + fv,au — fv) étant bijective
de R? dans lui-méme (son déterminant est o® + 5% > 0), cela revient a résoudre
I’équation d’inconnue f € C*(R?) :

2 f

R2, L
V(z,y) € ' w0y

(z,y) = 0.

On peut résoudre ceci par double primitivation : comme, a y fixé, la fonction partielle
o (0 . —

de la dérivée partielle z — B (8_f) (x,y) est nulle, on en déduit qu’il existe f(y)
Zz Y

telle que

0
Vo € R, a—£<x,y> — ().

0 0

Comme a—f est de classe O sur R?, y a—f(:c, y) est C! sur R et la fonction f ainsi
Y )

définie est de classe C' sur R.

En fixant x, on peut maintenant, en primitivant f en F, affirmer l'existence de G(x)

tel que
Vy € R, f(z,y) = F(y) + G(z)

Comme z — f(z,y) est C? sur R, G l'est aussi. On a donc résolu (analyse) :
Y

9% f

R2,
V(z,y) € o

(xvy) =0

en : il existe F,G € C*(R) telle que
V(z,y) € R f(z,y) = F(y) + G(x).

On peut vérifier (synthése) que les fonctions de ce type sont évidemment solutions
de probléme.

On peut maintenant revenir en les variables (u,v) :
La fonction g € C*(R?) vérifie :
0? 0?
V(u,v) € R?, aQa—UZ(u,U) - BQa—qu(u,v) =0

si et seulement si il existe deux fonctions F et G, C? sur R telles que :
V(u,v) € R? g(u,v) = F(au — Bv) + G(au + pv).

Exercice 8.
1. Soit f une fonction de classe C* sur R\ {(0,0)} vérifiant :

ﬁ(m y) = ——o
Vi) € B2, (2.0) # (0,0, 5 vy

8_y(x’y> = \/Ty?
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— Fixons y # 0. On a alors :

T (V)

et donc en primitivant (y étant entendu fixé), on obtient 'existence d’une

constante C'(y) (c’est une constante par rapport a x mais elle dépend de y vu
qu’on travaille & y fixé) telle que

Yy #£0,Ve eR, f(z,y) = Va2 +y2+Cly

— A z fixé maintenant, la fonction C : R* — R définie par

Yy #0, Cly) = f(z,y) = vV + 32
est de classe C* sur chacun des intervalles | — oo, 0[ et ]0, +-oc[ et sur chacun

d’entre eux,
o = 2 0 ( /a2
C'(y) = ay(x,y)ay (\/x +y ) = 0.

On en déduit que C'(y) est constante sur chacun des intervalles et donc on vient
de démontrer I'existence de deux constantes C_ et C telle que

Ve e R,Vy >0, f(x,y) = Va2 +y>+ Cy

9,
Vo € R, E)f< Y) =

et
Ve e R,Vy <0, f(z,y) = Va2 +y>+C_

— En fixant 2 # 0 et en faisant tendre y vers 07 puis 0™, on obtient que C, = C_,
constante que ’on a note C' et que 'on a (continuité par rapport a y a « fixé) :

Ve e R,Vy € R, (z,y) # (0,0) = f(x,y) = V2?2 +y>+C

Voila qui clos notre analyse.

— Pour la synthése, on constate que quelle que soit la constante C, la fonction
définie par

V(z,y) € R*\ (0,0), f =Va2+y?+C

vérifie les propriétés demandées.

2. Une fonction de classe C? vérifiant le systéme est en particulier une fonction C*
vérifiant le systéme.
On vérifie alors que toute les fonctions précédemment obtenues sont de classe C2.
Donc rien ne change vraiment...
Plus drole : trouver les fonctions f de classe C2 sur R*\ {(0,0)} vérifiant :

g(x y) = L
V(o) €RZ, (2,9) # (0.0, { o Vet byt

_— :L" — N
oy V) o

Indication : Schwarz




