Arnaud Stocker

Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — Révisions 2

INTEGRALES

1 Calculs de primitives et d’intégrales

Correction de ’exercice 1.
1. fi(z) = tan®z.
Domaine de définition/continuité : c’est celui de la fonction tangente :

D =Ugezly ou Iy =]-7n/2+4kn,7/2 + kn|.

Primitives : sur chaque intervalle I, on a fi(z) = (tan®’z + 1) — 1 et donc une
primitive de f; sur I, est F; : ¢ — tanx — 2. S’il s’agit d’avoir toutes les primitives
on peut ajouter une constante : celle-ci dépend de I'intervalle Ij.

2. fo(x) =tanzx = MY

cosw
Domaine de définition/continuité : c’est celui de la fonction tangente :

D =Ugezly ou Iy =]-7/2+4kn,7/2+ kn|.

d
Primitives : sur chaque intervalle I, on a fo(z) = —(In|cosz|) et donc une

primitive de fy sur Iy est Iy : z +— In|cosz|. Noter la valeur absolue, qui gére
le probléme du signe de cos sur les intervalles I avec k impair. S’il s’agit d’avoir
toutes les primitives on peut ajouter une constante : celle-ci dépend de l'intervalle

1.
3 fyle) = —=
. fa(x) = :
3 \/QT
Domaine de définition/continuité : I =] — oo, 2|.

Primitives : sur l'intervalle 7, on a f3(z) = (2 — I)_% et donc une primitive de f3

sur [ est F3:x— —2.(2 — ac)+%. L’ensemble des primitives a valeurs réelles de f3
sur I est {F3+ C,C € R}.

axr +b
1 ae) = cx+d

b
— Sic=0:on a une fonction affine f; : x — %x + p dont le domaine de déf. est
b

a
R et une primitive sur R est Fy : x — Zlazz + EJC

— Sic# 0:on a une fraction rationnelle

fi:x—

d d d
dont le domaine de déf. est R\ {_E} = } —00, —— {U]——,—l—oo{ =1_Ul,.
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Sur chacun de ces deux intervalles I =1_ou I =1,, on a

Z(x+£l)+lj_%l a bc—gad
v 6[, = £ ¢ ¢ [Cal—— c

et donc une primitive de f; sur I est

bc — ad
F4I$*—>E.T+62a
C C

d
In|z+ —|
c

Noter la encore I'utilisation de la v.abs. pour gérer le signe du dénominateur sur
Pintervalle 1_.

C fs(@) = |22 = 1.

Domaine de définition/continuité : R.

Primitives : la v.abs. est un obstacle a 'intégration en formules directe. On élimine
la v.abs. en donnant une formule par morceaux. On a R=171_U [y U I, avec

I — o0, 1], Iy = [~1,1], I, = [1, +od].

=1 sizel
flx)=<¢1—2% sizel,
=1 sizel,

Si Fy est une primitive de f5; sur tout R alors

— Fj5 est continue sur R et
— il existe 3 constantes réelles C'_, Cj et C'; telles que

1 .

Ve el Fs(z) = §x5 —z+C_
1

Vx € I+, F5(l’> = g[L‘B -+ C+

1
Vo € Iy, Fy(z) = o — -2 + C.

3

La continuité en —1 force : 5 5

C_.+-—=0Cy— =

ty3=to 3

la continuité en +1 force

2 2 4 4
C,—==Cp+= 1 C_=Cy—=,C, =Cy+ —=.
+73 0+3 le 0= 3 U+ 0+3

Une primitive particuliére sur tout R s’obtient en prenant Cy = 0 (choix de constante)

1 4
ga:?’—x—— sizel
1
Ve € R, F5(z) = x—§$3 six el
L 3

gx —x—i—g six el
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1
6. -
fol®) = =5y
Domaine de définition/continuité : D = I_ U I, avec I_ =] — oco,5[ et [, =
15, +o0.

Primitives : sur chacun de ces intervalles, une primitive est donnée par Fy(z) =

1
—E(x — 5)72. Si on s’autorise & parler de primitive sur tout 'ensemble de défini-

tion (ce qui peut-étre dangereux lorsqu’on calcule des intégrales), on a alors F' est
primitive de fg sur D si et seulement si il existe deux constantes C_ et C telles
que

= (v —5)""

Fo(x)+C- sizel

Ve € R\ {5}, F(x):{p6(x)+(]+ siz el

7. fz(z) =In(4 — x).
Domaine de définition/continuité : D =] — co4|.
Primitives : une primitive de ¢ — In¢ sur |0, +o0o[ est ¢ — ¢.Int—t, par composition
avec une fonction affine, une primitive de f; sur 'intervalle D est donnée par

Ve e D =] —o0,4[, F(z) =—((4 —x).In(4 —x) — (4 — x))

8. fs(x) = [a]*".
Domaine de définition/continuité : R.
Primitives : cependant la présence de la v.abs. empéche la primitivation en formule
directe. On a, en posant I =] — 00, 0], I, = [0, +o0] :

2
5

x sixz e ly

(—x)% sizel_

Vx € R, fg(l’) = {

et donc Fg est une primitive de fg sur tout R si et seulement si il existe deux
constantes C_ et C telles que

— Fy est continue sur R
— et

)
—l'%+1 + C+ Si xTr € [+
Vi ER, fi(@)={"5 |
—?(—x)g +C_ sizel
Ceci équivaut (continuité en 0) a il existe une constante C' telle que
-z +C sizel;
VreR filr)=qT5 |
—?(—3:)5 +C sizel.
Correction de ’exercice 2.
1
1. Pour f(t) = ——=.
F) t(nt)®

f est définie continue sur I =|0, 1] et sur I, =|1,4o00[, elle admet donc une primi-
tive FlL sur chaque intervalle I, sur /., on peut prendre pour F. la fonction définie

par
1

t(Int)?

Vr €1, 400, Fi(z) = /;
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Notons que la borne 2 a pour seule particularité d’appartenir a I, et donc l'intégrale
a bien un sens.

Soit x > 1, calculons plus avant I'intégrale définissant F, (z).

t
Effectuons le changement de variable v = Int, du = 7 On a alors

|
F(x) = /2 mdt

Inzx
1

ln2 U
11

Inx
1 1
= || = 4 Ot
{ 4u4:|1n2 4(1n;1:)4+ o

On peut oublier la valeur de la constante et prendre pour primitive de f sur I,
1 1

Filw) = 4 (lnz)?

Une rapide inspection (dérivation) de la formule précédente montre qu’elle définit
aussi une primitive de f sur 1_.

. Pour h(z) = cos® z.

Il s’agit d’opérer une linéarisation du polyndéme en cos. On a, pour x € R,

3 e” + €_i$ s Newton i3 ; ; 13 1 3
(cosz)’ = | ———— = (€™ + 3e™ + 3e" + 7)) = 1 cos(3a:)+z cos(x)

ool =

2

Par linéarité, une primitive de h sur R est définie par la formule

H(z) = % sin(3z) + %sin(w)

Correction de 1’exercice 3. Pour A, B € R, on a

A N B Alx—-2)+Bx+1)
r+1 -2 (x+1)(z—2)
 (A+B)xr—-2A+B
N x2—x—2
et donc pour que
x A B
2 - +
v*—x—2 xz+1 x-2
1 2
ilsufﬁtqueA+B:1etB—2A:O,z'.eAzg,B:§.

On a donc

1 1 1
z 1 1 2 1
L S PR dz + = d
/0x2—9c—2x 3/0 11 $+3/0 r—2

1 2 1 2 1
= sln(e+ 1)]3+§[1n|x—2|}§) =g2- m2=—2ln2

Remarque : On doit trouver un résultat négatif car 'intégrande est négative sur l'intervalle
d’intégration. Il faut faire attention & la présence possible de la valeur absolue lors de la
primitivation en In.

4
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Correction de ’exercice 4. Toutes les fonctions considérées sont continues sur le seg-

ment d’intégration donc les intégrales sont bien définies .
2t
e : .
1. Les fonctions v : t — t et v :t — - sont de classe C' sur [0,2]. Par intégration

par parties, on a donc :

/0 tetdt — /0 () (£)dt = [u(t)o(t)]2 — /0 o (D)ot dt

3/2

2. Les fonctions u : y — In(y) et v : y — gﬁ sont de classe C' sur [1,5]. Par
intégration par parties, on a donc :

/15 Vin(y)dy = /fu(y)v’@)dy ~ [l - [ W)y
- - [ e
- T111(5) — ;/15\/§dy

10v/5 2 {yi’)/?r
n —_— R

3 313/2],

10v5 B 204/5 N

4
n —.
3 9 9

3. Les fonctions u : r + 7 et v : r — /2r+1 sont de classe C" sur [0,1]. Par
intégration par parties, on a donc :

[ o= [ty =l - [ ot

nlw

2
4. Les fonctions u : z — z et v : x — §(3x + 1)2 sont de classe C* sur [0,2]. Par
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intégration par parties, on a donc :

/0 2 x\/3x 4 ldr = /0 : w(z ) (z)d

Il
=
8
S~—
4
=
owe
|
O\H
g\
&
=
=
QU
S

0
2
287 2 [(Bz+1)3
9 o7 5
9 27 : .
2247+ 4
13

Correction de ’exercice 5.

2m/3
— I = / (x cosz + sinx) In zdx.
w/2
Posons u(x) = Inx, v(r) = zsinz. Les fonctions u et v ainsi définies sont C' sur
l'intervalle d’'intégration J = [7/2,27/3] et on a

1
Vo e J, u'(x) = —, v'(z) = xcosx +sinx
T

et donc, par intégration par parties,
27 /3 27 /3
L = /,,/2 V'(x)u(z) doe = [u(m)v(:z:)]?;f - /7r/2 v(z).(z) do
27 /3
= [lnzv.:)s.sin:v]i%?’ —/ sinx dr

/2
= [Inz.z.sin :L‘]?:/rég + [cos :U]i%s

e™/2

— Iy = / cos(Inz)dx Posons u(z) = coslnzx, v(z) = x. Les fonctions u et v ainsi
1

définies sont C! sur Vintervalle d’intégration J = [1,e™?] et on a
!/ 1 . /
Ve e J u(x)=——.sinlnz, v'(z) =1
x
et donc, par intégration par parties,
e™/2
/2
L - / o (@)ulz) de = [u(z)o(@)]" - / o(2)d(z) da
1 1

iy em/2
= [z.coslnz|] —/ L.sinlnz dz
1

Sur cette derniére intégrale, on effectue une i.p.p. dans le méme esprit pour obtenir
e™/2
/1

1 .ginlng dr = [m.sinlnxﬁwm—i-/ l.coslnz drx
~N Y—— 1

v’ (x) u(x)

e™/2
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En résumant, il vient

I, = [z.cos lnx]iﬂ/2 — [z.sin lnx]iﬂ/2 — I

et donc

1 ™ ™
I, = 3 <[x.coslnx]§ " [z.sinln z]] /2> =....

— I3 = / (Inx)3dz. Posons u(x) = (Inz)*, v(z) = x. Les fonctions u et v ainsi définies
1
sont C' sur l'intervalle d’intégration J = [1,¢] et on a

Vo e J, u'(x) = =.(Inx)* o' (2) =1

8w

et donc, par intégration par parties,

I = /1 (@) alz) do = [u(@) (@) — /1 o)l (z) de

= e—3./(lmx)2 dx
1

On recommence dans le méme esprit avec u(z) = (Inx)? et v(z) = z pour obtenir

/ 1 .(Inz)* dr = e—2./(1n33) dx
1 YT ~—— 1

V@) @)

et encore une fois, avec u(x) = (Inx) et v(x) = z pour obtenir

1 .(Inz) dv = e—/ lde=1
~ 1

1 v/ (z) u(z)

En résumant

Iy3=e—3(e—2)=6-—2e¢

Correction de ’exercice 6. 1. La fonction u : z — x + 1 est bien de classe C' sur
[0,2] et pour tout z € [0,2] : v/(z) = 1.
Par changement de variable, on a donc :

I = /0 VT s = /0 () — D)@ ()
_ /1 (4 1)/du

24344
15
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2. La fonction u : x ~ cos?(x) est bien de classe C' sur [0,7/2] et pour tout x €
[0,7/2] : u/(x) = —2sin(z) cos(z).
Par changement de variable, on a donc :

w/2 ) 1 w/2
I, = / sin® z cos® xdr = —5/ sin(z)u(x)u'(z)dx
0 0
1 w/2
= ——/ V1 —u(x)u(x)u (x)dx
= ——/ uv1 —udu
1
= 5/ uv'1 — udu.
0

En effectuant le changement de variable ¢ = 1 — u on obtient :

L= —%/10(1 — )Vtdt = %/01(1 — t)Vtdt

3. Lafonction u : 2 +— cos(w) est bien de classe C* sur [0, 7/3] et pour tout = € [0, 7/3] :
u'(z) = —sin(x).

Par changement de variable, on a donc :

]:),:/W/3 sin 2x dm:/“/32sm( )cos(x)
0 0

1+ cosz 1 + cos(x)
_ "% 2u/(x)u(z) (@) ;.
__2/0 Thu()

1
3
:—2/ 4 du
1 1+u

1
1 —1
:2/ lru—1,
1 1+ w

=2[u—In(1+ u)]ll
=1-4In(2) 4+ 2In(3)

4. Sur [0, \/5], la fonction u + u* — 1 a pour bijection réciproque u : x € [~1,1]
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1
VvV + 1 qui est de classe C' avec v : © — ———. Ainsi :
k 2zt 1
2u(z)u' (x)dx

fi= /_111+¢1+—x /+)—x>

=2[u—1In(1+ u)]a/é
=2v2 = 2In(1 + V2)

2  Sommes de Riemann

Correction de ’exercice 7. 1. On a:
g Lt | 1 ”Z‘l 1
. i=0 an + fi nk:oa—i_ﬁ%
n—1
1 k
-2 ()
1

en ayant posé f(z) = . La fonction f ainsi définie est continue sur [0, 1] et

a+ fx
donc, par le théoréme des sommes de Riemann, on a

1 o N x:l_ln(1+§)
Snm/o f(z) dx—/o P dx—{gln(|a+ﬁx|)Lo_T‘

2. On a:
I [k 1< k
> \/;: w2 <;)

en ayant posé f(z) = y/x. La fonction f ainsi définie est continue sur [0, 1] et donc,
par le théoréme des sommes de Riemann, on a

n—>+oo/f dfff—/fdx—{ } ::g

1
U, : —_—
n

3. On a:

3
—_
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1
en ayant posé f(z) = . La fonction f ainsi définie est continue sur [0, 1] et
v+

donc, par le théoréme des sommes de Riemann, on a

Unm/olf(x) da::/ol\/li_xd:v: [2\/14——33Kz;:2(\/§—1).

Correction de ’exercice 8.

1. En passant au logarithme :

2n 2n
1 2 2y L 1 2 2
In (mH(n +k )n) = EZln(n + k%) — 41n(n)
k=1 k=1
2n

_ % S (In(n? + k2) — 21n(n))

k=1

oil f est la fonction définie par : f(x) = In(1 + 42?). Cette fonction étant continue
sur [0, 1], par le théoréme des sommes de Riemann on sait que :

1 2n k 1
lim — — | = In(1 + 42%)dx.
nﬁlrfw%l;f(n> /0 n( * :E) v

En effectuant une intégration par parties :

1 1 2 1 ) 1 2
2 2 — 2
/0 In(1 + 42%)dx = 5/0 In(1 + y*)dy 3 [yln(1+y )]0 5/0 y X 7 1d$

2t +1-1
=1 - ———d
n(5) /0 L
= In(5) — [z — arctan(z)]?

= In(5) — 2 + arctan(2).

On en déduit donc :

1 2n k 1
nginoo - kz:; f (E) = 2/0 In(1 + 42?)dz = 21n(5) — 4 + 2arctan(2).
Enfin par continuité de ’exponentielle :
lim i ﬁ(nQ + k2>% _ 25e2arctan(2)—4
n—-+o0o n4 paie) '

10
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2. En passant au logarithme

In(1+ x). Cette fonction étant continue sur

ou f est la fonction définie par : f(x)
[0, 1], par le théoréme des sommes de Riemann on sait que

Zf( ) /1n(1+a;)d

lim —
n—+oo N
En effectuant une intégration par parties
1
dx
14+

1 1—1
:111(2)—/de
0 x+1

/1 In(1+ z)dz = [z In(1 + 2)], /lx X
[z —In(1 4 )]}

=In(2) —
= 21In(2) — 1.
Enfin par continuité de ’exponentielle
lim ﬁ(l%—ﬁ) ' =4e .
n—-+o0o - n
. 1
lim H(l + E) "
n—-+0o00 el n ’
3. On effectue le changement d’indice i = k —n
2n n .
> T
W ket n® < (i+n)n+n’
It
n<=2++
1 i
2509
— n

Comme cette fonction est continue sur [0, 1], par le

ou f est la fonction = — n
x
théoréme des sommes de Riemann on a
y i k /1f ; /11—0—xd
im — = T = x.
notoo £t k.n +n? 0 0 2+x

11
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Enfin :
1 1 1
1 2 -1 1
/ +mda::/Ld$: —/ dx
0 2+ 0o 24+ 0 2+
=1—-In(2+2)
=1—1In(3) +1In(2).
3 Divers
Correction de 1’exercice 9.
In (¢
1. La fonction t — 111_’_( 22 est continue sur |0, +oo[ donc posséde une primitive F' sur
cet intervalle. En particulier, f est bien définie et :
1
Ve >0, f(x) :F(x)—F(—) :
x

En tant que primitive d’une fonction continue, F' est dérivable sur ]0,+oo[. La
fonction inverse est dérivable sur |0, 4+o0[ et a valeurs dans |0, 400 sur |0, +o0].

1
Ainsi par composition, x — F [ — | est dérivable sur ]0, +oo[ puis par somme f
x

I’est. De plus :

1
Vo > 0, f’(x)—F’(x)—l—%F’(é)_ In (z) +LXL¢)2:0_

2. La fonction f est dérivable sur |0, 400 de dérivée nulle. Donc f est constante sur
10, +o00]. En particulier :

V>0, flz)=f(1)=0.

1 1
3. Soit x €]0, +00[. On effectue le changement de variables y = i soit y 1 t — n de
1

|. Alors
x

classe O sur [z,

Donc, f(z) = —f(z) donc f(z) = 0.
Ainsi : Vo > 0, f(x) =0.

12
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In (1+ %)

Correction de l’exercice 10. La fonction ¢ — est continue sur R donc

posséde une primitive I’ sur R. Soit « € RY.. Alors

ﬂm:/;E%}Qﬁ:ﬂﬁwfewa

e La fonction F est de classe C* sur R en tant que primitive d’une fonction continue
sur R.
e Comme z — 22 est de classe C! sur R, la composée z +— F(,CEQ) est de classe C! sur
R
e Comme x — /7 est de classe C" sur R*, la composée x — F(—/x) est de classe
C*' sur R?.
Finalement, f est de classe C' sur R? en tant que combinaison linéaire de fonctions de
classe C! sur R . De plus, pour tout z € R’ on a :

-1 2¢In (1 +2%)  In(l+z)
/ — 2 FI 2\ F/ _ — .
Correction de ’exercice 11. 1. Pour tout n € N, la fonction ¢ — e est conti-

nue sur [0, 1] donc l'intégrale I,, est bien définie.

2. Soit n € N. Soit ¢ € [0,1], alors 1 + ¢* > 1 donc par décroissance de la fonction
inverse sur |0, +oo[ on a :

0< <1.
142

En multipliant membre & membre par t" > 0 on obtient :

tn
0< < ",
T 1412
Les bornes étant dans I'ordre croissant, par croissance de I'intégrale on trouve :

1
n+1

1
0§[n§/ t"dt =
0

3. Par le théoréme d’encadrement, (1,,),en converge vers 0.

Correction de P’exercice 12. Soit F' et G les fonctions définies sur R par :
T ) 1 ,
WweR Fla)= [ efdt ot G)= [ @au
0 0

1. Soit z € R*. On effectue le changement de variable : ¢ : u — zu qui est de classe C
sur [0, 1] :

1! 2 1w . F
G(x) = —/ e~ Y (u)du = —/ e "dt = (I)
0 ¢

(0) v

L’égalité est également bien vérifiée pour z = 0 puisque F'(0) = 0.

13
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2. La fonction F' est une primitive de la fonction f donc est dérivable sur R. D’aprés

la question 1, pour tout z € R* on a :

En particulier, G est dérivable sur R* et on a :

Ve eRY, G'(x) = F'(r)r — F(x) _ zf(x) — F(a:)

x2 22
Etudions la dérivabilité en 0. Soit = € R*, on a :

G(z)—G(0) G(x)—1 _ F(z)—x

x z 2

Or F est de classe C* donc on a le DL d’ordre 2 suivant en 0 (avec Taylor-Young) :

F(x)=z+ o (2%

z—0

Ainsi :

Ainsi G est dérivable en 0 et G'(0) = 0.

. Soit 0 < z < y. Alors pour tout u € [0,1] on a :

o) < ()

Donc en intégrant entre O et 1 on a :
G(y) < G().

Ainsi G est décroissante sur [0, +00].
De méme pour z < y < 0. Alors pour tout v € [0,1] on a :

—(uz)?

> o~ (u)?

e
Donc en intégrant entre O et 1 on a :
G(y) > G().

Ainsi G est croissante sur | — oo, 0].

14
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