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DM 1

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la préci-
ston des raisonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.
Les résultats, étapes importantes, . ..doivent étre mis en valeurs.

Exercice — Une fonction de deux variables

1. (a) On note g la fonction définie sur R par :
VeeR, g(r)=e"—az—1

En tant que somme de fonctions dérivables sur R cette fonction est dérivable

sur R. De plus :
VeeR, ¢(z)=¢€"—1.

On en déduit :

T —00 0 +00
Signe
de g/ (I‘) - 0 +
Variationg \ /
de ¢ 0

En particulier :
Ve eR, g(z) =2 9(0)=0

i.e
VeeR, e >1+u.

. . . a .
(b) En appliquant 'inégalité précédente & © = — — 1 on obtient :

A

a o

— <ea

1=

On admet que de méme :

b< 51 o o< pst
—<e et — <e
A~ A~

(c¢) En multipliant membre & membre les inégalités ci-dessus, on obtient, puisque
tous les termes sont positifs :

CLbC b +b+
_A3 < e%_leﬁ_lei_l = e%_?’
i.e .
G a+b+c
we




Arnaud Stocker

(a)

(b)

(c)

Or par définition de A, on sait que :

a+b+c_

1 3.

Ainsi on obtient :

G3 3-3
E S € = 1.

Finalement, comme A? est positif et que la fonction racine cubique est crois-
sante, on trouve :

G<A
ce qui est bien I'inégalité souhaitée.
Les fonctions coordonnées sont de classe C* sur |0, +-00[?. Ainsi :

e par produit (z,y) — xy est de classe C' sur |0, +00[* et ne s’y annule pas

1
e donc par quotient, (z,y) — — est de classe C' sur |0, +-o00[>.
ry

Finalement par somme, f est de classe C' sur ]0,4oo[*>. De plus pour tout
(z,y) €0, +o0f* :

%(%y) . g(w,y) S

Soit (z,y) €]0, +oc[>. Alors :

0
O ey = 0 _ 1
(x,y) est un point critique de f <= g% — y 22
Dy =0 Lyt = 14
=Y = !
r = 1

Ainsi (1,1) est 'unique point critique de f.
Comme |0, +o0o[? est un ouvert, si f admet un extremum, c’est nécessairement
en (1,1).
Or f(1,1) = 3 et d’aprés la question 1 :
fley) oyt 1

\ 0 2 = o> — =1.
(x,y) E] 7+OO[> 3 3 = rT XyX 7y

Ainsi :
V(z,y) €0, +o0l*,  f(z,y) >3 = f(1,1).

La fonction f admet donc un minimum global en (1,1) qui vaut 3.
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Probléme — Intégrales de Wallis et intégrale de Gauss

+o0 »2
Le but de cet exercice est de montrer que l'intégrale de Gauss / e~ 2 dx est convergente

—00

et, vaut v 2.

Intégrales de Wallis

Pour tout entier n > 0, on pose :

W, = /2 cos" (t)dt.
0

T
1. Soit n > 0. En effectuant le changement de variable s = 5~ t on trouve :

W, = /;cos” (g - s) X (—=1)ds = /OS cos” (g - s) ds
= /02 (cos (g) cos (s) + sin (g) sin (s))nds

_ / " sin" ()t
0

2. On a: - _
WO = § X Wl = [Sln(t)]g =1.

3. Soitn € N. On a

W1 — W, = /2 cos" T (t)dt — /2 cos" (t)dt = /2 (cos™ ™ (t) — cos™(t))dt
0 0 0

™

= /02 cos"(t)(cos(t) — 1)dt.

™ . . .. . .
Or, sur |0, 5], la fonction cosinus est positive et majorée par 1. L’intégrande est

donc négatif d’ou :
Wy — W, = /2 cos”(t)(cos(t) — 1)dt < 0.
0

Ainsi la suite (W,,) est décroissante.
Etant minorée (par 0) et décroissante, d’aprés le théoréme de la limite monotone,
elle converge.

T
4. Soit n € N, l'intégrande est positif et continue sur [0, 5] donc W,, # 0 car sinon,

T
cos™ serait nul sur [0, 5]
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5. Soit n € N, on a:

Wiio = /2 cos" 2 (t)dt = /2 cos?(t) cos™ (t)dt
0 0

jus
2

_ /0 (1 — sin2(£)) cos™ (#)dt
=W, — /02 sin(t) sin(t) cos™ (¢)dt.

cos" (1)

Or les fonctions ¢ +— sin(t) et g : t — — 1

sont de classe C! sur [O, g} et on

a pour tout t € [0, g] :
sin’(t) = cos(t) ; ¢'(t) = sin(t) cos™(t).

Par intégration par parties, on obtient donc
g
Wiio =W, — / sin(t) sin(t) cos™ (t)dt
0

— W, — ([_w sin(t)} i /0 —&fl(t) cos(t)dt)

n—+ 0
1

=W, — ——W, 4.
n+1 +2

Ainsi : 49 1
Z——i—lwn+2 =W, ouencore W, o= Z+ 5

-
6. Soit n € N. Compte tenu de la question précédente :

n+1
(n+2)WoiWhio = (n + 2)Wn+1n—

Ainsi la suite ((n+1)W,,W,,41),, est constante. La valeur de la constante est obtenue
en prenant la valeur en n =0 :

™
WOW1 - 5

7. (a) L’inégalité de droite est une conséquence immédiate de la décroissance prouvée
a la question 3.

Soit n € N. En utilisant la question 5, on a :

Witn W n+1Wop >n+1

W, Z—ﬁWnJrz Cn4+2Wee T n+2

I'inégalité étant encore une conséquence de la décroissance de la suite.
Ainsi, on a bien, pour tout n € N :
n+1 W,

< iy
n—+ 2 W,
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ol -
(b) D’aprés 'encadrement précédent, comme lim = 1, le théoréeme des
n—+oo N +
gendarmes permet de conclure que lim ntl

n—-+oo Wn

Ainsi : W,, ~ W, 1.

n—-+o0o

8. On a pour tout n € N (question 6) :

% = (n+ YWy Wpsr.

Or avec la question précédente on sait que (n 4+ V)W, W,1 ~ nW?2
n o

—+
Ainsi :

2 7T
~ =
n n—-+oo 2

et finalement
T
W, ~ —

n—-+oo 2n
Quand n tend vers +o0o, W, tend donc vers 0.

9. Montrons par récurrence que pour tout p > 0 on a :

T (2p)!
Wo = 5 X iy
2% (p!)?

Wepia (2p + 1)!

7r
— Initialisation : d’aprés la queston 2, Wy = 5 et W7 =1 ce qui coincide bien
avec les formules données.
— Hérédité : soit p > 0. On suppose que

_ T (2p)!
Wa = 5%
2% (p!)?
W —
et on va montrer que :
o7 2(p+ 1)
Mo = 5 X om (1 112

v 20((p -+ 1))
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D’aprés la question 5, on a :

2p+1
Waps1) = Wapio = m 2p
2 1 2p)!
_ Pt x T x & par HR

S 2p4+2 7 27 2%(pl)2

_@Zp+2)@2p+l)  2p) 7

(2p +2)? 2°p(pl)? 2
(2p+2)! o7

C 2(pt1)222%(pl)? T 2

T 2(p + 1)

27 22 )((p+ 1))

De méme :

2p + 2

Wapt1)+1 = Wapysz = m 2p+1

2 ey

2p+3  (2p+1)!

(2p +2)° 2% (p!)*

- (2p+3)2p+2) " (2p+ 1)
P (p + 1)1

par HR

(2p + 3)!
— Conclusion : par le principe de récurrence, on a bien montré que pour tout
p>0ona:

_ T (2p)!

M T R gy
2% (p!)?

4%

2p+1 (2p 4+ 1)|

Intégrale de Gauss

Soit F' la fonction définie sur R, par :
VeeR,, F(x)= / e~ dt.
0

10. La fonction F' est une primitive de z — e~ (continue sur R. Elle est donc dérivable
et pour tout z € R :

2

F'(z)=¢e™ >0.
Ainsi F' est strictement croissante.

11. Pour tout z € [1,4o00[, on a
Tz < x?

donc en multipliant par —1 et en passant a I’exponentielle, croissante sur R, on a
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12. On sait que :
Ve>1, 0<e ™ <e®

“+o0o
et lintégrale généralisée / e “dx est convergente. En effet :
1

A
lim e Pdr = lim (e7'—e ) =¢
A—+oo fyq A—+oo

D’aprés le théoréme de comparaison pour les intégrale de fonctions continues posi-
A

. L1 2
tives, on en déduit que e " dx est convergente.
1

+oo
Par la relation de Chasles, on en déduit alors que / e dy converge également.
0

13. Lafonction f : v+ u—In(1+u) est dérivable sur |—1, 400 et pour tout u €]—1, +00|

on a: .
u
/
—= 1 — —=
fw) 14+4u 14w
est de méme signe que u. Ainsi :
z -1 0 +00
Signe _ 0 L
de f'(u)
Variations \ /
de f 0

Ainsi, pour tout u > —1, f(u) > 0 c’est-a-dire
Vu €] — 1,400, In(l+u)<uw.

14. Soit n € N*.
2

(a) Pour tout x € [0,y/n[, on a T €] — 1,0] donc d’aprés la question précédente :
n

c’est-a-dire

En passant a exponentielle (croissante) puis un intégrant entre 0 et /n on
obtient, par croissance de l'intégrale :

Vn 2\ " v 22 vn
/ (1 — ZE_) dx = / enln(l_T) < / e_x2dx,
0 n 0 0
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(b) La fonction f : u +— v/ncos(u) est de classe C' et strictement monotone sur
m

[0, ﬂ et f ([0, g]) = [0, \/ﬂ D’apres la formule de changement de variable

on sait donc que :

/Oﬁ (1 - %) da = /fz(o)) (1 - %Q)ndx - /ﬂo (1 — cos?(u))" (—y/msin(t))dt.

jus
2 2

Ainsi :

/Oﬁ (1 - x—z)n du = \/E/O (1 — cos™(u))" sin(u)du = \/E/O sin?"t () du

n

car 1 — cos?(u) = sin®(u).
On reconnait donc /nWa,,1 grace a la question 1 et la question précédente
permet de conclure que :

v 2
\/HWQn+1 S / e ¥ dx.
0

15. Soit n € N*.
2

t
(a) Soit t € R. On a — > 0 donc d’aprés la question 13, on sait que :

n
2 12
In (1 + —) < —.
n n

D’ot1, en multipliant membre & membre par —n :

t2
—nln <1 + —) > —¢2,
n

En passant a I'’exponentielle, strictement croissante, on obtient alors :

2 2\ "
e <1+ — .
n

(b) La fonction f : u + y/ntan(u) est de classe C' et strictement croissante sur
[0, ﬂ et f ([0, %D = [0, \/ﬂ D’aprés la formule de changement de variable
on sait donc que :

v - (%) -
/ (1+a:_2> dx:/f (1—1—:[—2) dz
0 n £(0) n
— /4 (1 + f(u)Q) I (u)du
0 n
= /4 (1 + tan2(u))_n V(1 + tan®(u)du
0
— \/5/4 (1 +tan2(u))7n+1 du
07\'
_ o2 d
\/ﬁ/o cos u
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1
cos?(u)

car tan®(u) + 1 =

Ainsi en prenant B = — et p =n — 1, on a montré que :

T
4

vn 22\ " B
/ (1 + —) dr = \/ﬁ/ cos??
0 n 0

(c) On effectue le changement de variable ¢ = g — 5. On a alors :

B B -
/ cos™ (t)dt = —/ cos? (5 - s) ds.
0 3

m
Or, on a vu a la question 1 que cos™ (5 - 5) = sin*”(s) donc (en remettant

les bornes dans le bon sens avec le signe —) :
B ]
/ cos™ (t)dt :/ sin? (t)dt.
0 B

(d) Avec la question 15.(a) et la croissance de I'intégrale, on a :

vn 9 vn 2\ "
/ e Tdx < / (1 + —) dt.
0 0 n

Avec les questions 15.(b) et 15.(c) on déduit donc :

B

vn 3 3
/ e dx < /n sin®(t)dt = \/ﬁ/ sin®* "2 (t)dt.
0 T
m

Or, la fonction sinus étant positive sur [O, ﬂ, on a :

/2 sin?"2(t)dt < /2 sin?" 2 (t)dt.

I 0

Finalement, on obtient donc :

VI 3
/ e Vdr < \/ﬁ/2 sin®* 2 (t)dt = /nWap_s.
0 0

16. D’aprés les questions 14.(b) et 15.(d), on a pour tout n € N* :

Jn

VW1 < / e dr < VnWay_s.

0

s
Or, d’aprés la question 8, on sait que W,, ~ —.
n—-+oo 2n

En particulier :

n
\/EW%HNN N ~ £

—+00 (2n + 1) n—+oo 2
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17.

et de méme

N\/ﬁ—2ﬂ VT

ot (2n —2) nstoo 2

VW, o .

D’apres le théoreme des gendarmes et la question 12, on en déduit donc que :

+o0 Vn
/ e dr = lim e dy = ﬁ
0

n—-+o0o 0 2

Le changement de variable © = —t, montre que (I'intégrande est paire!) :

0 +oo
/ e dy = / e dy = ﬁ
0 2

—0o0

“+o0o
L’intégrale doublement généralisée / e~ dx est donc convergente et vaut /7.

—00

En effectuant le changement de variable x =

oo Qd oo 2 1 p
e dr = ez —dt.

+oo 2 “+o0o
/ e~ Tdr = \/5/ e dy = V2.

o0

dans cette intégrale on trouve :

Sl

Donc

10



