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POLYNOMES

1 Polynomes, degrés

Correction de ’exercice 1.
Condition nécessaire. Comme P = X% + AX3 + X% + 12X + 4 est unitaire, si P est un
carré, c’est le carré d’'un polynome unitaire, c’est-a-dire de la forme X2 +bX + c. L'égalité

XP 4 AX3 4 X2 412X +4 = (X2 +b0X +¢)? = X+ 20X° + (2¢ + 0*) X? + 2beX + ¢,

donne le systéme suivant :

A=2b c=2 c=—2
pw=2c+0b N b= on b= —
12 = 2bc A=6 A=—
4 =¢? p=13 pw=>5

Donc une condition nécessaire est
Pe{X*+6X°+13X% +12X +4,X* - 6X> +5X% + 12X +4}.
Condition suffisante. Réciproquement, si
Pe{X*+6X>+13X% +12X +4,X* —6X> +5X% + 12X + 4}
alors P est un carré car, par ce qui précéde,
X H6X3H13X% 12X +4 = (X2 43X +2)% et X*—6X34+5X?+12X +4 = (X2 —-3X +2)%

Correction de ’exercice 2.

1. Soient U,V € K[X].
Supposons que U + V et U — V sont constants. Alors 2U = (U + V) + (U = V) et
2V = (U+V)— (U —V) sont constants donc U et V aussi. Réciproquement, si U
et V sont constants alors U 4+ V et U — V' le sont aussi (on peut le voir directement
ou utiliser I'inégalité sur le degré d’une somme).

2. (a) On suppose maintenant que U? — V? est constant et non nul (en particulier,
son degré est zéro). Comme U? — V2 = (U +V)(U — V), on a

deg(U + V) + deg(U — V) = deg(U? — V?) = 0.

Cela implique que deg(U +V) et deg(U — V') valent zéro, ¢’est-a-dire que U +V
et U — V sont constants.
Par ce qui précéede, cela implique que U et V sont constants.

(b) En prenant U+V = X on voit que I'hypothése U? — V? non nul est nécessaire.




Arnaud Stocker

Correction de ’exercice 3. Puisque P(1) = 0, 1 est une racine de P donc P s’écrit
sous la forme P = (X — 1)(asX? + a1 X + ag), ol ag, ai,as € R.

Par ailleurs, les conditions P(0) = 1, P(—1) = —2 et P(2) = 4 donnent le systéme
suivant :
ag — -1
apg = -1 ag = —1 1
as — a1 +ag =1 = as =2+ ay = al:_é
dag + 2a; +ag = 4 4(2+ay) +2a; =5 a2:§
2

1
Donc P = §(X —1)(3X* - X —2).

Correction de ’exercice 4.

— Sideg(P) < 0 (c’est-a-dire si P est constant) alors P(X +1)— P(X) est le polynome
nul.

— Si deg(P) > 1 alors, en notant P = Zaka oinéeNeta,#0,ona:
k=0

P(X +1)— P(X) = iak (X +1)F — x*).

Or pour tout k € [0,n] :
kg Bl
X+1F—Xx*F= X Xk = X,
oot (-2 ()

k
Ainsi (X + 1) — X* est de degré n — 1 et de coefficient dominant (k 1).

Par suite P(X 4+1)— P(X) est de degré n—1 et de coefficient dominant an( " 1).
n —

2 Racines et factorisation

Correction de ’exercice 5. Soit P: z — 22° — 62 + 1.

1. On étudie P : z — P(z) définie sur R.
On a pour tout z € R :

P'(z) =62° — 6 =6(x — 1)(x + 1).

T —00 —1 1 +o0
P'(z) + 0 - 0 +
5 +00
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Sur chacun des intervalles | —oo, —1[, | =1, 1] et |1, +-00[, P est strictement monotone
et continue. Donc d’aprés le théoréme de la bijection, P réalise une bijection en
restriction a chacun de ces intervalles.
Comme 0 appartient a P(] — oo, —1[), P(] — 1,1[) et P(]1,400[), on en déduit que
P posséde une racine o €] — oo, —1[, B €] — 1,1[ et v €]1, +00].
2. On sait donc que :

P=(X-a)(X-8)(X—-7)Q
ol () est un polynoéme. Pour des raisons de degré, () est de degré 1 et, en considérant
le coefficient dominant on trouve que ) = 2 :

P =2(X —a)(X = p)(X =)
En comparant le terme constant du membre de gauche et de droite on trouve :

1

—2afy=1 1ie afy= —5

En comparant le terme en X? du membre de gauche et de droite on trouve :
—2(a+p+7)0= ie a+pf+v=0.

Correction de I’exercice 6.

0

1. En passant sous forme exponentielle : z = re? o r > 0 et § € R. Donc :

2 = 8i = (re?)? = 8e/?
< r=2 et 0=m/6, 57/6 ou 37/2.
Donc z € {2e7/6 2576 2e57/2Y — [\/3 i, —/3+ i, —2i}.

2. Ona Pi(z) =0 < 2°=38i.
Or (—2)* = —2* donc :

Pi(2) =0 < =8 <= (—2)°=-8i —= (—2)°+8i =0 <= P»(—2) =0.
3. On pose Z = X3.
P(X)=0 = Z2°+64=0 <= Z°=—64 < 7 =48i.

Donc les racines de P(X) sont les racines de P;(X) et les racines de Py(X), donc
I'ensemble des racines est :

{2ei71'/67 265i7r/67 263i7r/2’ 267’”1'/6, 2611’LA7I'/67 2€i7r/2} — {\/g‘f—@, —\/g—f—@, _27/7 _\/§_27 \/§_27 22}
4. Dans C[X]: P(X) = (X —V3—i)(X —V3+i) (X +V3—4) (X +V/340) (X +2i) (X —2i)
Dans R[X] : P(X) = (X% — 23X 4+ 4)(X2 4+ 2V3X +4)(X? +4) .
Correction de ’exercice 7.
1. Si « est une racine de multiplicité au moins 2 de P alors il existe () tel que :
P=(X —a)’Q.
Donc :
P =2(X -a)Q+ (X —a)’Q
et donc P'(a) = 0.
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. X Xz X" . .
2. Soit P =1+ i + or +o et supposons que P posséde une racine a de
multiplicité > 2. Alors, P(a) = P'(a) = 0. Or,

/ ]' k __ ]' n
p_zk—x _P—HX.

1
Du coup, cela entraine que —'a” = 0 donc que a = 0. C’est une contradiction car 0

n’est visiblement pas une racine de P. Ainsi, P ne posséde pas de racine multiple.

Correction de I’exercice 8. On considére la famille de polynémes définie pas récurrence
par
P0:2 ) PlzX et \V/’I’LZQ, Pn+2:XPn+1—Pn.
1. On a:
PQZXP1+P0:X2—2 et P3:XP2—P1:X3—3X.
Par récurrence, montrons que P, est de degré n et de coefficient dominant égal a 1.
— Initialisation : ok.
— Hérédité : soit n € N, on suppose le résultat acquis aux rangs n et n + 1.
Montrons qu’il est vrai au rang n + 2. On sait que :

Pn—&-ZZXPn—&—l_Pn‘

Donc le monome dominant de P,.o est celui de X P, c’est-a-dire X "2 Te
résultat est donc acquis au rang n + 2.

— Conclusion : par le principe de récurrence, pour tout n € N, P, est unitaire
de degré n.

2. Par récurrence, montrons que pour tout 2 € C* on a P,(z 4+ 271 = 2" + 27"

— Initialisation : ok pour n =0 et n = 1.

— Hérédité : soit n € N, on suppose le résultat acquis aux rangs n et n + 1.
Montrons qu’il est vrai au rang n + 2. On sait que pour tout z € C* :

Poo(z+ 2=+ 2 Pz +2 Y =Pz +271)
_ (z + z—l)(zn-H + Z—(n—i—l)) o (Zn + Z—n)
_ Zn+2 + P + prg + z—(n+2) . (Zn + Z—n)

— Zn+2 + Z—(n+2).

Donc le résultat est donc acquis au rang n + 2.
— Conclusion : par le principe de récurrence, pour tout n € N, pour tout z € C*
onaP(z+21)=2"4+2"
Soit @ € R. On sait que e + ¢~ = 2cos(6) donc :

Vn €N, P,(2cos0) = P,(e” + ™) =™ + e = 2 cos(nb).

2k
3. Pour tout k € [0,n — 1], on pose 6, = ﬂ—;—ﬂ Alors :
n

Vk € [0,n—1], P.(2cos(bx)) = 2cos(nby) = 2 cos (g + lmr) = 0.

Or, les 2 cos(fy) pour k € [0,n—1] sont deux & deux distincts donc on a ainsi trouvé
n racines distinctes de P,.
Comme P, est de degré n ce sont les seules.
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Correction de I’exercice 9. Soit P = (X +1)" — X" — 1 et on pose j = el

1. 1l s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique de raison j :

1—43
1+ 2= —L
Iy
Or j* = ¢”™ =1 donc :
1+j+52=0
Enfin : , . \
3:e—z§_ez%+6ﬂ':ez—”:j2
2. Par le binoéme de Newton :
(T S /7
P:Z(k>Xk—X7—1:Z(k)Xk
k=0 k=1

3. Il s’agit de montrer que j et j sont racines de multiplicité au moins 2 de P.

PHl=0G+1) = —1=(—)"—j -1=—"—;"-1

i 2?7r 147

= —¢e'"3 —¢e'3 —1
:_613+6z77_€z3+4z7r_1
=—) —Jj-1

=0
et
P(j)=7G+1)° =77 =7((=5*)° = j°

= 7(6i2477r — eimTw)

=7(1-1)

=0.
Par ailleurs, P et P’ sont & coefficients réels donc j est aussi racine de P et P'.
Donc j et j sont racines de multiplicité au moins 2 de P et ainsi P est divisible par

(X =) et (X —J)%
4. D’apreés la question précédente :
P=(X~-j)X-))Q
ou @ € C[X] est de degré 2 car d’aprés la question 2, deg(P) = 6.

Or, il est clair que 0 et —1 sont des racines de P, d’ou finalement en regardant le
coefficient dominant :

P=7(X—7)*X —5)*X(X +1).
Pour factoriser dans R[X], on regroupe les paires de racines complexes conjuguées :
P=T(X—j)*(X —j)’X(X +1) = (X = j)(X — )’ X(X + 1)
= (X? —2cos (%T) X+1)X(X+1)

=X+ X+1)(X+1)X.
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