Arnaud Stocker

Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
BCPST2 — Mathématiques

DS2- CORRECTION

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la préci-
ston des raisonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs.

Il ne doivent faire usage d’aucun document. L’utilisation de toute calculatrice et de
tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d’une regle graduée est
autorisée.

St au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les initiatives qu’il
sera amené a prendre.

Probléme 1

Partie 1- Une suite d’intégrales

Pour tout entier naturel k, on pose :

“+o00
]k:/ tFetdt.
0

1. Les fonctions ¢t — e~ et t — te”" sont continues sur [0, +o00| donc les intégrales I,
et I; sont généralisées en +o00.

Soit A € [0,+00[. On a :

A
/ e tdt = [—e7 ) = —e + 1.
0

A

Donc :  lim e tdt = 1.
A—+o00 0

Ainsi I converge et vaut 1.
Les fonctions t — —e " et t — ¢ sont de classe C' sur [0, A] donc par intégration

par parties :
A A
/ te~ldt = [—te ') — / (—e Hat
0 0

A
= —Ae 4 +/ (e ")dt.
0

A

Donc par croissance comparée et ce qui précéde : Alim te tdt = 1.
—+00
0

Ainsi I; converge et vaut 1.
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2. Soit k € N. On note f la fonction définie sur [0, +oo[ par :
Vt € 0,400, fi(t) =t
(a) La fonction fy est dérivable sur [0, 4o00] et on a :
V>0, fi(t)=e " ((k+2) —1).
On en déduit :

t 0 k+2 400
2 (1) + 0 —
M,

ott My = fu(k +2) = (k4 2)kt2e(:+2)
(b) D’aprés la question précédente :

e My
Vi G]O, +OO[, tke t < t_2

(c) La fonction ¢ +— t"e™" est continue et positive sur [0, +oo[. D’aprés la question
précédente :

My
Vit G]O, +OO[, tke t S t_2

“+oo
Comme 'intégrale / t—zkdt est doublement généralisée (et divergente!), on
0

ne va pas travailler directement sur [0, +oo[ mais sur [1, +o0|.

+oo
L’intégrale / t_det est convergente et 'intégrande est continue positif sur
1

[1,+00[. Donc, par comparaison pour les intégrales de fonctions continues po-
sitives, on peut conclure que

+o0
/ thetdt converge.
1

1
Par ailleurs, / tfe~tdt n’est pas généralisée donc par Chasles, on en déduit
0

que

“+oo
I :/ the~tdt  converge.
0

3. (a) Soit k € N. Les fonctions ¢ > t**! et t —+ —e~" sont de classe C" sur [0, +00],
I, et I 1 convergent et par croissance comparée :

lim —e i = 0.
t——+o0

Ainsi d’apres la formule d’intégration par partie pour les intégrales générali-
sées :

+o0
Iiy1 = [t et §> — / —(k+ Dtke tdt = (k+ 1)1,
0
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(b) Cela se montre par récurrence :
In=1=0!etsi [ =kl alors Iy = (k+ 1)1, = (k+ 1)k! = (K + 1)L

4. Pour tout k£ entier naturel, on pose

Jk:/o (—In(z))*dx.

(a) Soit k € N. La fonction x : ¢ > e~ " est de classe C" et strictement décroissante
sur [0, +oo[. D’aprés la formule du changement de variable, les intégrales

= /1 (—In(z))dz et /O () (1)t

sont de méme nature et égale en cas de converge. Or

[Ty = - [ et

Ainsi Ji converge et est égale a Ij.
(b) Pour tout k € N, J, = k.

Partie 2— Une fonction de deux variables

On considére, pour tout la suite, la fonction f de R? dans R définie par :

“+00
V(z,y) e R?,  f(z,y) = / (y + ot + t3)2e 'dt
0

1. Soit (z,7) € R% On a pour tout t € [0, 4+o0] :

(y + ot + t3)%e™" = (y* + 2% + " + 2xyt + 28> + 2yt*)e™
=yle ! 2wyte ™ + (22 + 2y)tPe ! + 2atPe T 4ttt
Ainsi par linéarité de I'intégrale, comme Iy, Iy,...,I4 converge, f(z,y) définie bien
une intégrale convergente.

2. (a) La linéarité de I'intégrale donne aussi, pour tout (z,y) € R? :

f(z,y) = 1o + 2zyly + (2 + 2y) o + 2013 + I,
=% 4 2oy + 22° + 4y + 120 + 24.

(b) D’aprés la question précédente, f est polynomiale donc de classe C? sur R?.

3. (a) Pour tout (r,y) € R* on a:

of of
— =4 12+ 2 — =2 4+ 2x.
8$(x,y) r+ 1242y et ay(aﬁ,y) y+4+2x
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(b) Soit (x,5) € R%.. On a :

of
g—?@»y) =0 @{4x—|—12+2y — 0
6,y(ﬂcy

) = 0 20+442z = 0
dr+12+2y = 0
{ —8—2xy _ o (el
y = 2
<:>{ZE — 4

Ainsi (—4,2) est le seul point critique (a,b) de f.
4. Le but de cette question est de montrer que f admet un extremum global en (a, b).
(a) Soit (z,7) € R* on a :

Y 2 2 y?
2 x+§—|—3 =2|x +Z~|—9—|—xy+63:~|—3y

2
:2$2+2my+12$+2(yz+9+3y>

donc

Y, o) y°
2x2+2xy+12x:2(x+§+3> —2(Z+9+3y).
(b) On a, pour tout (z,y) € R*:
1 y?
“(y—2P =% -2y +2
SW=27=5 -2+
donc )

Y 1 2

Y oyt 6==(y—2)>%+4

g 6=y -2)"+

(c) Soit (z,y) € R?. On a donc :
Flz,y) =y + 4y + 24 + 2zy + 22° + 12

2 Y 2 y?
=y +ay+2u+2(z+5+3) —2(L+9+3y
vy, v
=y +dy+2u+2(z+5+3) -2 —18-6y
2 2
:y——2y+6+2<x+g+3>
2 2
1 9 Y 2
:§(y—2) +4+2<x+§+3) :

Ainsi :
V(z,y) € R?,  f(x,y) > 4.
Or, on vérifie facilement que :
f(—4,2) = 4.
D’ou
V(z,y) R flz,y) > f(—4,2).
La fonction f admet donc un minimum global en (—4,2).
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Probléme 2

Partie 1-Préliminaires

Soit f la fonction définie sur R’ par :
Ve e RY, f(x) =2 —In(z).

1. La fonction f est dérivable sur R et pour tout € R on a:

1 rz—1
/ = 1 _— = .
flay=1-=="
On en déduit :
T 0 1 +o0
f'(x) - 0 +

+

F oo\l/+oo

La limite en 0 ne présente pas de difficulté et la limite en +o00 est une conséquence
des croissances comparées car pour tout z > 0

fla) == (1 _ hl(x)) et lim ) g

X r—+4oco I

2. D’aprés la question précédente, on a, pour tout a,b,c,d,z,y € R’ :

f(b—y):b—y—ln<b—y>21 donc ln(b—y)—b—y—i-lg()

a a a a a

et de méme :

f(%):%—ln(%)Zl donc —ln<%>+%—120.

Ainsi, on a bien pour tout a,b,c,d, z,y € RY :

a(ln(%y)—%y—i—l) §d<—1n<%>+%—1)

car le membre de gauche est négatif et le membre de droite positif.

Partie 2— Etude d’une suite définie implicitement
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. Soit n € N*. D’aprés la question 1, f est continue et strictement croissante sur
[1,4+00] et f([1,4+00]) = [1,+oc[. D’aprés le théoréme de la bijection continue, f
réalise donc une bijection de [1, +o00| dans [1, +o0.

Comme n € [1,+oo[, 'équation f(x) = n admet donc une unique solution dans
[1, +o0.

On note u,, cette solution et on s’intéresse a la suite (u,)pen+-

4. On a f(1) = 1 donc par unicité u; = 1.

. Soit n € N*. La bijection réciproque g de f sur [1, +o0[ est strictement croissante
(d’aprés le théoréme de la bijection) et on a :

Donc :
U, =gn) < gn+1) = ups1.
Ainsi (uy,)nen+ est croissante.
. La suite (uy)nen+ est croissante donc d’aprés le théoréme de la limite monotone soit
elle converge soit elle diverge vers +ooc.

Supposons qu’elle converge et notons ¢ sa limite. Comme pour tout n € N*, u,, €
[1,4o00[ alors ¢ € [1,+00] et f est donc continue en £.
Par ailleurs, on a :

Vn e N*  f(u,) = u, — In(u,) = n.

Le membre de gauche tend vers f({) = ¢ — In(¢) et le membre de droite vers +oo.
Contradiction.

Donc lim w, = +o0.
n—-+o0o

. On a pour tout n € N* :

n o u, —In(u,)

Unp Unp Up

Or comme lim wu, = 400 alors par croissance comparée :

n——+o00
In(u
lim (un) = 0.
n—-+oo Unp,
Ainsi : n
lim —=1
n—-+o0o Unp,
et donc u,, ~ n.
n—-4o00
On en déduit alors que :
. Up—7N .u
lim — = lim ——-1=0
n—+o00 n n—+o00 7
ce qui signifie que u, —m = o (n) c'est-a-dire u, =n+ o (n).
n—-400 n—-+o0o

. On a, pour tout n € N* :

u, —n=In(u,) =In(n+ o (n))=n)+mn(l+ o (1))=IHn)+ o (1)

n—-4o00 n—-4o00 n—-4o00
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Partie 3— Etude d’un systéme différentiel

Soit a, b, ¢, d des réels strictement positifs.

On considére le systéme différentiel ci-dessous ol = et y désignent respectivement Ieffectif
d’une population de bactéries et I’effectif d’une population de protozoaires en fonction de
teR,.

Enfin, (zg,v0) € R? désigne les effectifs relevés a un instant t, € R,.

On admet, pour tout to € R, et tout (zg,79) € R? I'existence d’un unique couple
(x,y) de fonctions dérivables sur R vérifiant :

2t = (a—by(t)(t) # (to) = 7o
(5)  VteR,, { SO = (eot) - ) { -
9. Soient to € Ry et (x0,10) € R?.

(a) Dans cette question uniquement, on suppose xy = 0.
Les fonctions = et y définies par :

Vte Ry, x(t)=0 et y(t)=ype 41
sont bien dérivables sur R, et pour tout ¢t € R, on a:
2(t) =0=(a—by(t)z(t) et y'(t)=—dy(t) = (cx(t) — d)y(t)

avec x(to) = 0 et y(ty) = yo. Donc (z,y) est une solution et par unicité (admise
dans I’énoncé) c’est la solution.

b) De la méme facon, on vérifie que les fonctions z et y définies sur R, par :
( Gon, q y + D

Vit e Ry, x(t) =xee®) et y(t) =0
forment 'unique couple solution.
(c) Soient g et yo des conditions initiales pour lesquelles les solutions sont constantes :

VieRy, z(t)=xz0 ; y(t) =y

On a alors, les dérivées de x et y étant nulles, (S) qui s’écrit :

0 = (a—byyxo
(5) { 0 = (cxo—d)yo

d
donc soit (xg, yo) = (0,0) soit (zg,yo) = (—, %)
c
10. On suppose dorénavant que xo > 0 et yo > 0.

(a) Supposons par l'absurde qu’il existe t; tel que z(t;) = 0. Alors, (z,y) est
solution du systéme :

d'(t) = (a—by(t))=(t) z(t) =
(5)  VieRy, { y(t) = (cx(t) —d)y(t) «t { y(t) =u

ot y; = y(t1).
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Or d’aprés la question 10.a), I'unique solution (z,y) est définie par :
VteR,, z(t)=0 et y(t)=ye )

En particulier, z(ty) = 0 ce qui contredit ’hypothése xy > 0. Par conséquent,
on en déduit que x ne s’annule pas.

On montre de méme avec la question 10.b) que y ne s’annule pas.

(b) Soit (x,y) solution de (S) avec zo > 0 et yo > 0. Alors x et y sont continues
et ne s’annulent pas d’aprés la question précédente. Elles sont donc de signe
constant (d’aprés le TVI).

Comme z(ty) = zo et y(to) = yo sont strictement positifs alors on en déduit
que
Vie Ry, z(t)>0 et y(t)>0.

11. On note ¢ : R} x R} — R définie par :
¥(z,y) € (R})”, ¢(z,y) = co —dln(z) + by — aln(y).
On admet que ¢ est de classe C' et qu’elle admet au moins un extremum.
(a) Pour tout (x,y) € (Ri)Q on a:

Oy B d 0y ., a
8x(x7y)_c ) ay(x7y)_b y

T

(b) Soit (z,y) € (R%)%. On a:

a—(p(x y) = 0 (d )
gég ’ — (QZ,y) = Ea% :

. . .. d a
[’unique point critique est donc | —, 7/
c
(c) On a:

d a d a
90(2’3) :d—dln<z)+a—aln<6).

Or d’aprés la question 2. on sait que pour tout (x,y) € (Ri)z on a :

A gd(—ln(§)+§—1>
a a d d
c’est-a-dire, en utilisant les propriétés du logarithme :

d
—aln (%) +aln(y) — by +a < dln (-) — dIn(z) + cx — d

C

ou encore en réarrangeant les termes :

d
—dln (E) +d—aln (%) +a < —dln(x) + cx — aln(y) + by
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12.

13.

c’est-a-dire :

@ (g %) < p(z,y).

d
Ainsi ¢ admet un minimum global en (—, %)
c

Soit (x,y) un couple solution de (S) avec o > 0 et yo > 0 et notons h : t —
o(x(t),y(t)) (bien définie d’aprés 10.b).

D’aprés le théoréme de dérivation des fonctions composées, h est dérivable sur R,
et pour tout t € R, on a:

H(0) = (05 (0. 5(0) + (0 55 al0).(0)

=) ( w(t)) /0 (0~ 53

—d) Y (t)(by(t) —a)
x(t) T

Or (z,y) étant solution de (S5) on a pour tout t € R, :

B(t) = v'(t)(ex(t) —d) | y'(O)(by(t) —a)

8

~
—~
S+
~—
/\
/'\
\/
Q.

(t) y(t)
_ (a=by(@®)x(t)(ca(t) —d)  (cx(t) — d)y(t)(by(t) — o)
x(t) y(t)
= (a = by(t))(cx(t) — d) + (cx(t) — d)(by(t) — a)

Ainsi, h est une fonction constante sur R, .

Dans cette question, on met en place une résolution numérique de (.S) sur un inter-
valle [0,T] (T > 0) avec la méthode d’Euler. On se fixe un nombre de subdivisions
n € N* et, a partir de la condition initiale (o, y0) € (R%)?, on construit deux suites
(7k)kefon] €t (Yr)re[on) définie par :

Tpy1 = T+ Exk(@ — by)
Vk € [0,n — 1],
T
Y1 = Yk T Eyk(cxk —d)

(a) D’aprés 1’énoncé on a donc :

1 def resol(x0,y0,T,n):

2 x = x0 ; y = y0

3 t =0

4 Lx = [x]

5 Ly = [yl

6 Lt = [t]

7 for k in range(1l,n):

8 Lx.append(Lx[-1]1+T/n*Lx[-1]1*(a-b*xLy[-1]1))
9 Ly.append(Ly[-11+T/n*Ly[-1]1*(c*Lx[-1]1-d))
10 Lt.append (Lt [-1]1+T/n)

11 return [Lt,Lx,Ly]
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(b)
1

~1 O Ut = W N

(c)

On ajoute au code précédent :

x0 = 1; y0= 0.5 ; T = 20 ; n = 2000

def trace_pop():
L = resol(x0,y0,T,n)
plt.plot(L[0],L[1])
plt.plot (L[0],L[2])
plt.show ()

La ligne 1 initialise les variables.
La ligne 4 permet d’obtenir les suites (z)refon] €t (Yk)re[o,n) Obtenues par la

T
méthode d’Euler et les lignes suivantes tracent les suites de points (k—, xk)
kefo,n]

n
T
et (k—, xk) .
n kelo,n]

Compte tenu des conditions initiales xo = 1 et yo = 0.5 la courbe en pointillés

T
correspond a la suite (k—, yk> approximation de la courbe représenta-
n ke[0,n]

tive de y sur [0, 7.

T
De méme la courbe en trait plein correspond a la suite <]€—,23k> ap-
L keo,n]

proximation de la courbe représentative de x sur [0, 7.

4.0

3.5 1
3.0 1
25 1
20 1
15 -
10 -

05 -

o 25 5.0 75 o0 125 150 175 200

FIGURE 1 — Tracé donné par trace_pop
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