
Arnaud Stocker

Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025

BCPST2 � Mathématiques

DM 2 � À rendre le 04/11

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la préci-

sion des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les résultats, étapes importantes, . . .doivent être mis en valeurs.

Exercice

On considère l'équation di�érentielle :

(E) x2y′′ + axy′ + by = 0

où a et b sont des constantes réelles.

1. Étude des solutions sur ]0,+∞[.

(a) Soit y une solution de (E) sur ]0,+∞[. Montrer que t 7→ y(et) est solution
d'une équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 à coe�cients constants qu'on
précisera.

(b) Réciproquement, montrer que si z est solution de l'équation di�érentielle li-
néaire d'ordre 2 à coe�cients constants déterminée ci-dessus alors y : x 7→
z(ln(x)) est solution de (E) sur ]0,+∞[.

(c) Pour (a, b) = (3, 1), en déduire l'ensemble des solutions de (E) sur ]0,+∞[.

(d) Même question pour (a, b) = (1, 4).

(e) Même question pour (a, b) = (1,−4).

2. Étude des solutions sur ]−∞, 0[.

(a) Montrer que y est solution de (E) si et seulement si t 7→ y(−et) est solu-
tion d'une équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 à coe�cients constants à
déterminer.

(b) Pour (a, b) = (1,−4) en déduire l'ensemble des solutions de (E) sur ]−∞, 0[.

3. Dans cette question on prend (a, b) = (1,−4) et on considère y une solution de
(E) sur R.
(a) Justi�er que y(0) = 0.

(b) Montrer qu'il existe des réels α, β, c, d tels que :

∀x ∈ R, y(x) =


αx2 +

β

x2
si x > 0

0 si x = 0

cx2 +
d

x2
si x < 0

.

(c) Justi�er que y est continue et en déduire que β = d = 0.

(d) Justi�er que si y est de classe C2 alors α = c.

(e) Déterminer les solutions de (E) de classe C2 sur R.
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Problème � Les polynômes de Hermite

On dé�nie par récurrence une suite de polynômes (Hn)n∈N par :

H0 = 1 ; ∀n ∈ N, Hn+1 = XHn −H ′
n.

1. Montrer que pour tout n ∈ N, Hn est de degré n et que sont coe�cient dominant
vaut 1.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, H ′
n+1 = (n+ 1)Hn.

Pour tout P ∈ R[X], on pose :

I(P ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
P (x)e−

x2

2 dx.

3. Justi�er que I(1) converge et donner sa valeur.

4. Soit k ∈ N∗.

(a) Dresser le tableau de variation de x 7→ xk+2e−
x2

2 sur [0,+∞[.

(b) En déduire l'existence d'un réel M tel que :

∀x > 0, xke−
x2

2 ≤ M

x2
.

(c) Montrer que l'intégrale I(Xk) converge.

5. Montrer que l'intégrale I(P ) est convergence pour tout polynôme P ∈ R[X] et que,

si P =
n∑

k=0

akX
k on a :

I(P ) =
n∑

k=0

akI(X
k).

6. Plus généralement, montrer que pour tout polynômes P1, . . . , Pk et tout réels λ1, . . . , λk

on a :

I(
k∑

i=1

λiPi) =
k∑

i=1

λiI(Pi).

7. (a) Montrer que pour tout P ∈ R[X] et pour tout n ∈ N, I(PHn) = I(P (n)H0).

Indication : on pourra faire des IPP.

(b) En déduire que pour tout n, p ∈ N tels que n ̸= p on a : I(HnHp) = 0.

(c) Déduire de (a) la valeur de I(H2
n) pour tout n ∈ N.

8. (a) Montrer que pour tout n ∈ N, la famille (H0, . . . , Hn) est libre.

Indication : on pourra, pour tout i ∈ J0, nK, calculer I(PHi) pour un polynôme

P bien choisi et utiliser les questions 6 et 7.

9. Soit n ∈ N. Le but de cette question est d'étudier les racines de Hn.

On note p le nombre de racines réelles distinctes de Hn dont la multiplicité est
impaire et a1, . . . , ap ces racines. On dé�nit alors le polynôme S par :

S = 1 si p = 0 et S =

p∏
i=1

(X − ai) sinon.

(a) Montrer que si p < n alors I(SHn) = 0.

(b) On admet que pour tout x ∈ R, S(x)Hn(x) ≥ 0.

En déduire que Hn possède n racines réelles distinctes (de multiplicité 1).
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