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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la préci-
ston des raisonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.
Les résultats, étapes importantes, . ..doivent étre mis en valeurs.

Exercice
On considére 'équation différentielle :
(E) 22y" + azy' + by =0

oll a et b sont des constantes réelles.
1. Etude des solutions sur ]0, +oo|.

(a) Soit y une solution de (E) sur ]0, +oo[. Montrer que t — y(e') est solution
d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants qu’on
précisera.

(b) Réciproquement, montrer que si z est solution de I'équation différentielle li-
néaire d’ordre 2 a coefficients constants déterminée ci-dessus alors y : = +—>
z(In(x)) est solution de (E) sur |0, +o0|.

(c) Pour (a,b) = (3,1), en déduire 'ensemble des solutions de (E) sur |0, +oo.

(d) Méme question pour (a,b) = (1,4).

(e) Méme question pour (a,b) = (1, —4).

2. Etude des solutions sur | — oo, 0[.
(a) Montrer que y est solution de (E) si et seulement si ¢t — y(—e') est solu-

tion d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants a
déterminer.

(b) Pour (a,b) = (1,—4) en déduire ’ensemble des solutions de (F) sur | — 0o, 0].

3. Dans cette question on prend (a,b) = (1,—4) et on considére y une solution de
(E) sur R.

(a) Justifier que y(0) = 0.
(b) Montrer qu’il existe des réels «, 3, ¢, d tels que :

ozx2+£ six >0

22
VeeR, y(z)= 0 sizx=0 .
2, 4
cx’+ — stz <0
x

(c) Justifier que y est continue et en déduire que = d = 0.
(d) Justifier que si y est de classe C? alors a = c.
(e) Déterminer les solutions de (E) de classe C? sur R.
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Probléme — Les polynémes de Hermite

On définie par récurrence une suite de polynomes (H,),en par :
Hy=1 ; VneN, H,.,=XH, — H),.
1. Montrer que pour tout n € N, H,, est de degré n et que sont coefficient dominant
vaut 1.
2. Montrer que pour tout n € N, H, ., = (n+ 1)H,.
Pour tout P € R[X], on pose :

I(P) = \/%_ﬂ/_ " Pla)e % du.

. Justifier que /(1) converge et donner sa valeur.
. Soit k € N*.
(a) Dresser le tableau de variation de z +— 2*"
(b) En déduire I'existence d’un réel M tel que :

=W
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2e~z sur [0, +oo.

N

x

: M
Vo >0, zfe 7 <=
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(c) Montrer que l'intégrale I(X*) converge.

w

. Montrer que I'intégrale I(P) est convergence pour tout polynome P € R[X] et que,
si P:Zaka on a :

k=0 .

I(P) =) apI(X").

k=0
6. Plus généralement, montrer que pour tout polynoémes Py, ..., Py et tout réels A\, ..., \g
on a :
k k
IO XNP) =) NI(P).
i=1 i=1

7. (a) Montrer que pour tout P € R[X] et pour tout n € N, I(PH,) = I(P"™ Hy).
Indication : on pourra faire des IPP.
(b) En déduire que pour tout n,p € N tels que n # p on a : I(H,H,) = 0.
(c) Déduire de (a) la valeur de I(H?) pour tout n € N.
. (a) Montrer que pour tout n € N, la famille (Hy, ..., H,) est libre.

[ed]

Indication : on pourra, pour tout i € [0,n], calculer I(PH;) pour un polynéme
P bien choisi et utiliser les questions 6 et 7.

o

. Soit n € N. Le but de cette question est d’étudier les racines de H,,.
On note p le nombre de racines réelles distinctes de H, dont la multiplicité est
impaire et aq, ..., a, ces racines. On définit alors le polynome S par :

p
S=1 sip=0 et S:H(X—ai) sinon.
i=1

(a) Montrer que si p < n alors I(SH,) = 0.
(b) On admet que pour tout x € R, S(z)H,(z) > 0.
En déduire que H, posséde n racines réelles distinctes (de multiplicité 1).




