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Exercice

On considère l'équation di�érentielle :

(E) x2y′′ + axy′ + by = 0

où a et b sont des constantes réelles.

1. Étude des solutions sur ]0,+∞[.

(a) Soit y une solution de (E) sur ]0,+∞[. Et posons z : t 7→ y(et).
La fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R à valeurs dans ]0,+∞[
et y est deux fois dérivable sur ]0,+∞[ donc par composée, z est deux fois
dérivable sur R.
Pour tout t ∈ R on a :

z′(t) = ety′(et) ; z′′(t) = e2ty′′(et) + ety′(et).

Comme y est solution de (E) sur ]0,+∞[ on a pour tout t ∈ R :

e2ty′′(et) + aety′(et) + by(et) = 0

c'est-à-dire

e2ty′′(et) + ety′(et) + (a− 1)ety′(et) + by(et) = 0

ce qui s'écrit aussi :

z′′(t) + (a− 1)z′(t) + bz(t) = 0.

Ainsi z est solution de

(E ′) z′′ + (a− 1)z′ + bz = 0.

(b) Réciproquement,soit z est une solution de (E ′) et posons y : t 7→ z(ln(t)).
Montrons que y est solution de (E) sur ]0,+∞[.
Par composition, y est deux fois dérivable sur ]0,+∞[ et pour tout t > 0 on a :

y′(t) =
1

t
z′(ln(t)) ; y′′(t) =

1

t2
z′′(ln(t))− 1

t2
z′(ln(t)).

Comme z est solution de (E ′) on a donc pour tout t > 0 :
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z′′(ln(t)) + (a− 1)z′(ln(t)) + bz(ln(t)) = 0

c'est-à-dire :

z′′(ln(t))− z′(ln(t)) + az′(ln(t)) + bz(ln(t)) = 0

se qui s'écrit aussi :
t2y′′(t) + aty′(t) + by(t) = 0.

Ainsi y est bien solution de (E) sur ]0,+∞[.
Bilan des deux dernières questions : y est solution de (E) sur ]0,+∞[ si
et seulement si t 7→ y(et) est solution de (E ′). On peut formuler ça en disant
que :

S(E) −→ S(E′)

y 7−→ (t 7→ y(et))

est une bijection dont la bijection réciproque est :

S(E′) −→ S(E)

z 7−→ (x 7→ z(lnx))

où S(E) et S(E′) désigne l'ensemble des solution de (E) sur ]0,+∞[ et de (E ′)
sur R respectivement.

(c) Déterminons les solutions de z′′+(a−1)z′+bz = 0 c'est-à-dire z′′+2z′+z = 0.
L'équation caractéristique est x2 + 2x+ 1 = 0 qui a comme racine double −1.
Les solutions sont donc les fonctions de la forme :

z : t 7→ Ce−t + tDe−t

où C,D sont des réels. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

y : x ∈]0,+∞[ 7→ Ce− lnx + lnxDe− lnx =
C

x
+D

lnx

x

où C,D sont des réels.
(d) Déterminons les solutions de z′′ + (a− 1)z′ + bz = 0 c'est-à-dire z′′ + 4z = 0.

L'équation caractéristique est x2 + 4 = 0 qui a comme racines complexes 2i et
−2i. Les solutions sont donc les fonctions de la forme :

z : t 7→ C cos(2t) +D sin(2t)

où C,D sont des réels. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

y : x ∈]0,+∞[ 7→ C cos(2 lnx) +D sin(2 lnx)

où C,D sont des réels.
(e) Déterminons les solutions de z′′ + (a− 1)z′ + bz = 0 c'est-à-dire z′′ − 4z = 0.

L'équation caractéristique est x2 − 4 = 0 qui a comme racines 2 et −2. Les
solutions sont donc les fonctions de la forme :

z : t 7→ Ce2t +De−2t
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où C,D sont des réels. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

y : x ∈]0,+∞[ 7→ Ce2 lnx +De−2 lnx = Cx2 +
D

x2

où C,D sont des réels.

2. Étude des solutions sur ]−∞, 0[.

(a) Soit y une solution de (E) sur ]−∞, 0[. Et posons z : t 7→ y(−et).
La fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R à valeurs dans ]0,+∞[
et y est deux fois dérivable sur ] − ∞, 0[ donc par composée, z est deux fois
dérivable sur R.
Pour tout t ∈ R on a :

z′(t) = −ety′(−et) ; z′′(t) = e2ty′′(−et)− ety′(−et).

Comme y est solution de (E) sur ] −∞, 0[ on a pour tout t ∈ R (en prenant
x = −et) :

e2ty′′(−et)− aety′(−et) + by(−et) = 0

c'est-à-dire

e2ty′′(−et)− ety′(−et) + (a− 1)(−et)y′(−et) + by(−et) = 0

ce qui s'écrit aussi :

z′′(t) + (a− 1)z′(t) + bz(t) = 0.

Ainsi z est solution de

(E ′) z′′ + (a− 1)z′ + bz = 0.

Réciproquement,soit z est une solution de (E ′) et posons y : x 7→ z(ln(−x))
est solution de (E) sur ]−∞, 0[.
Par composition, y est deux fois dérivable sur ]−∞, 0[ et pour tout x < 0 on
a :

y′(x) =
1

x
z′(ln(−x)) ; y′′(x) =

1

x2
z′′(ln(−x))− 1

x2
z′(ln(−x)).

Comme z est solution de (E ′) on a donc pour tout x < 0 :

z′′(ln(−x)) + (a− 1)z′(ln(−x)) + bz(ln(−x)) = 0

c'est-à-dire :

z′′(ln(−x))− z′(ln(−x)) + az′(ln(−x)) + bz(ln(−x)) = 0

se qui s'écrit aussi :

x2y′′(x) + axy′(x) + by(x) = 0.

Ainsi y est bien solution de (E) sur ]−∞, 0[.
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(b) Déterminons les solutions de z′′ + (a− 1)z′ + bz = 0 c'est-à-dire z′′ − 4z = 0.
L'équation caractéristique est x2 − 4 = 0 qui a comme racines 2 et −2. Les
solutions sont donc les fonctions de la forme :

z : t 7→ Ae2t +Be−2t

où A,B sont des réels. Les solutions de (E) sur ]−∞, 0[ sont les fonctions de
la forme :

y : x ∈]−∞, 0[7→ Ae2 ln(−x) +Be−2 ln(−x) = Ax2 +
B

x2

où A,B sont des réels.

3. Dans cette question on prend (a, b) = (1,−4) et on considère y une solution de
(E) sur R.
(a) Pour tout x ∈ R on a :

x2y′′(x) + axy′(x) + by(x) = 0

donc en prenant x = 0 on obtient : y(0) = 0.
(b) y est solution sur R donc en particulier sur ]0,+∞[. D'après la question 1.d, il

existe donc α, β réels tels que :

∀x > 0, y(x) = αx2 +
β

x2
.

y est solution sur R donc en particulier sur ]−∞, 0[. D'après la question 2.b,
il existe donc c, d réels tels que :

∀x < 0, y(x) = cx2 +
d

x2
.

Ainsi :

∀x ∈ R, y(x) =


αx2 +

β

x2
si x > 0

0 si x = 0

cx2 +
d

x2
si x < 0

.

(c) En tant que solution de (E) sur R, y est dérivable deux fois sur R donc en
particulier continue.
Elle est en particulier continue en 0 donc on doit avoir :

lim
x→0−

y(x) = lim
x→0+

y(x) = y(0) = 0.

Cela oblige à ce que β = d = 0 car sinon lim
x→0−

y(x) et lim
x→0+

y(x) serait in�nie.

(d) On a donc :

∀x ∈ R, y(x) =


αx2 si x > 0
0 si x = 0
cx2 si x < 0

.

Donc pour tout x ∈ R∗ :
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y′′(x) =

{
2α si x > 0
2c si x < 0

.

Comme y′′ est continue en 0 on doit avoir α = c et �nalement :

∀x ∈ R, y(x) = αx.

Remarque : pour tout x ̸= 0 on a

y′(x) =

{
2αx si x > 0
2cx si x < 0

.

donc, comme y′ est continue car dérivable nécessairement y′(0) = 0. En parti-
culier :

lim
x→0+

y′(x)− y′(0)

x
= 2α et lim

x→0−

y′(x)− y′(0)

x
= 2c

et comme y doit être deux fois dérivable sur R donc en particulier en 0 on doit
avoir :

α = c.

Ainsi l'hypothèse C2 n'est pas nécessaire !
(e) On véri�e réciproquement que les solutions de (E) de classe C2 sur R sont les

fonctions de la forme y 7→ αx2.

Problème � Les polynômes de Hermite

On dé�nie par récurrence une suite de polynômes (Hn)n∈N par :

H0 = 1 ; ∀n ∈ N, Hn+1 = XHn −H ′
n.

1. On procède par récurrence : pour tout n ∈ N, soit P(n) : � Hn est de degré n et
que sont coe�cient dominant vaut 1 �

� Initialisation : H0 = 1 donc P(0) est vraie.
� Hérédité : soit n ∈ N et supposons P(n) vraie. Montrons que P(n + 1) est

vraie, c'est-à-dire que Hn+1 est de degré n+ 1 et de coe�cient dominant égale
à 1.
On sait que :

Hn+1 = XHn −H ′
n.

Or deg(XHn) = deg(X) + deg(Hn) = n+ 1 et deg(H ′
n) = n− 1 donc :

Hn+1 = X(Xn + termes de degré ≤ n− 1) + (termes de degré ≤ n− 1)

= Xn+1 + termes de degré ≤ n.

Donc Hn+1 est de degré n+ 1 et de coe�cient dominant égal à 1.
� Conclusion : par principe de récurrence, pour tout n ∈ N, P(n) est vraie.

2. On procède par récurrence : pour tout n ∈ N, soit P(n) : � H ′
n+1 = (n+ 1)Hn �

� Initialisation : H1 = X et H0 = 1 donc P(0) est vraie.
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� Hérédité : soit n ∈ N et supposons P(n) vraie. Montrons que P(n + 1)
est vraie, c'est-à-dire que H ′

n+2 = (n + 2)Hn+1. On sait, par hypothèse de
récurrence, que :

Hn+2 = XHn+1 −H ′
n+1 = XHn+1 − (n+ 1)Hn.

Donc en dérivant :

H ′
n+2 = XH ′

n+1 +Hn+1 − (n+ 1)H ′
n

= (n+ 1)XHn +Hn+1 − (n+ 1)H ′
n par hypothèse de récurrence

= (n+ 1)(XHn −H ′
n) +Hn+1

= (n+ 1)Hn+1 +Hn+1

= (n+ 2)Hn+1.

Donc P(n+ 1) est vraie.
� Conclusion : par principe de récurrence, pour tout n ∈ N, P(n) est vraie.

Pour tout P ∈ R[X], on pose :

I(P ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
P (x)e−

x2

2 dx.

3. D'après le cours, on sait I(1) converge et :
∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√
2π.

Donc I(1) = 1.

4. Soit k ∈ N∗.

(a) Notons f la fonction dé�nie sur [0,+∞[ par :

∀x ≥ 0, f(x) = xk+2e−
x2

2 .

Il s'agit d'une fonction dérivable sur [0,+∞[ par produit et composition de
fonctions dérivables. De plus, pour tout x ≥ 0 on a :

f ′(x) = (k + 2)xk+1e−
x2

2 − x× xk+2e−
x2

2 = xk+1e−
x2

2

(
k + 2− x2

)
.

On a donc pour tout x ≥ 0 :

f ′(x) > 0 ⇐⇒ 0 < x <
√
k + 2

et
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ou x =

√
k + 2.

On en déduit le tableau de variation suivant :

x

Signe
de f ′(x)

Variations
de f

0
√
k + 2 +∞

0 + 0 −
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(b) D'après le tableau de variation, on a, en posant M = f(
√
k + 2) :

∀x ≥ 0, xk+2e−
x2

2 ≤ M.

D'où, en divisant membre à membre par x2 (pour x > 0) :

∀x > 0, xke−
x2

2 ≤ M

x2
.

(c) L'intégrale I(Xk) est généralisée en −∞ et +∞.

� Étude de
∫ +∞

0

xke−
x2

2 dx. La fonction x 7→ xke−
x2

2 est continue et positive

sur [0,+∞[. D'après la question précédente :

∀x ∈]0,+∞[, xke−
x2

2 ≤ M

x2
.

Comme l'intégrale
∫ +∞

0

M

x2
dx est doublement généralisée (et divergente !),

on ne va pas travailler directement sur [0,+∞[ mais sur [1,+∞[.

L'intégrale
∫ +∞

1

M

x2
dx est convergente et l'intégrande est continue posi-

tif sur [1,+∞[. Donc, par comparaison pour les intégrales de fonctions
continues positives, on peut conclure que∫ +∞

1

xke−
x2

2 dx converge.

Par ailleurs,
∫ 1

0

xke−
x2

2 dx n'est pas généralisée donc par Chasles, on en

déduit que ∫ +∞

0

xke−
x2

2 dx converge.

� Étude de
∫ 0

−∞
xke−

x2

2 dx.

� Méthode 1 : l'intégrande est pair ou impair selon que k est pair ou im-

pair. Une propriété de cours permet de conclure que, comme
∫ +∞

0

xke−
x2

2 dx

converge alors
∫ 0

−∞
xke−

x2

2 dx converge aussi.

� Méthode 2 : pour tout x < 0 on a :

|xke−
x2

2 | = |x|ke−
|x|2
2 ≤ M

|x|2
=

M

x2
.

Onmontre alors, exactement de la même façon que pour
∫ +∞

0

xke−
x2

2 dx,

que
∫ 0

−∞
|xke−

x2

2 |dx est convergente.

La convergence absolue impliquant la convergence, on en déduit que∫ 0

−∞
xke−

x2

2 dx est convergente.
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� Conclusion : les intégrales
∫ 0

−∞
xke−

x2

2 dx et
∫ +∞

0

xke−
x2

2 dx sont conver-

gentes donc I(Xk) l'est.

5. Soit P =
n∑

k=0

akX
k ∈ R[X]. Comme pour tout k ∈ N, I(Xk) converge alors par

linéarité de l'intégrale I(
n∑

k=0

akX
k) converge et on a :

I(P ) =
n∑

k=0

akI(X
k).

6. Soient P1, . . . , Pk des polynômes et λ1, . . . , λk des réels. Comme toutes les intégrales
en question convergent d'après la question précédente, on a par linéarité :

I(
k∑

i=1

λiPi) =
k∑

i=1

λiI(Pi).

7. (a) On procède par récurrence : pour tout n ∈ N, soit P(n) : � pour tout P ∈ R[X],
I(PHn) = I(P (n)H0) �.

� Initialisation : H0 = 1 donc P(0) est vraie.
� Hérédité : soit n ∈ N et supposons P(n) vraie. Soit P ∈ R[X] et montrons

que :
I(PHn+1) = I(P (n+1)H0).

On a :

I(PHn+1) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
P (x)Hn+1e

−x2

2 dx

On remarque que :

d(Hn(x)e
−x2

2 )

dx
= (H ′

n(x)− xHn(x))e
−x2

2 = −Hn+1(x)e
−x2

2 .

Ainsi x 7→ −Hn(x)e
−x2

2 est une primitive de x 7→ Hn+1(x)e
−x2

2 .
Par intégration par parties : comme toutes les intégrales en jeu convergent,

que lim
x→±∞

P (x)Hn(x)e
−x2

2 = 0 et que P et x 7→ −Hn(x)e
−x2

2 sont de classe

C1 sur R, on a :

I(PHn+1) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
P (x)Hn+1(x)e

−x2

2 dx = − 1√
2π

∫ +∞

−∞
P ′(x)× (−Hn(x)e

−x2

2 )dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
P ′(x)Hn(x)e

−x2

2 dx.
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En appliquant l'hypothèse de récurrence avec le polynôme P ′ on obtient
alors :

I(PHn+1) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
P ′(x)Hn(x)e

−x2

2 dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
(P ′)(n)(x)H0(x)e

−x2

2 dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
(P )(n+1)(x)H0(x)e

−x2

2 dx

Donc P(n+ 1) est vraie.
� Conclusion : par principe de récurrence, pour tout n ∈ N, P(n) est vraie.

(b) Soit n, p ∈ N tels que n ̸= p.

� si n < p, alors d'après la question précédente (au rang p et avec P = Hn)
on a :

I(HnHp) = I(H(p)
n H0).

Or deg(Hn) = n < p donc H(p)
n = 0 et par conséquent :

I(HnHp) = I(H(p)
n H0) = I(0) = 0.

� si n > p on utilise la question précédente (au rang n et avec P = Hp) on
a :

I(HpHn) = I(H(n)
p H0) = 0 car H(n)

p = 0.

(c) Soit n ∈ N. D'après la question (a) on a :

I(H2
n) = I(H(n)

n H0).

Or d'après la question 1, on sait que :

Hn = Xn + (termes de degré < n).

Donc :
H ′

n = nXn−1 + (termes de degré < n− 1)

et en dérivant successivement :

H(n)
n = n! + 0 = n!.

Donc �nalement avec les questions 3 et 6 :

I(H2
n) = n!I(1) = n!.

8. (a) Soit λ0, . . . , λn des scalaires tels que :

(∗)
n∑

k=0

λiHi = 0.

Montrons que ces scalaires sont tous nuls.
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En multipliant par Hn on obtient :
n∑

k=0

λiHiHn = 0

puis avec les questions 6 et 7 :

0 = I(0) = I(
n∑

k=0

λiHiHn) =
n∑

k=0

λiI(HiHn)

= λnn!

car d'après la question 7, I(HiHn) = 0 pour tout i ∈ J0, n− 1K.
Ainsi λn = 0.
La relation (∗) devient alors :

n−1∑
k=0

λiHi = 0.

En multipliant cette fois par Hn−1 et en appliquant I on obtient de même :

λn−1(n− 1)! = 0 donc λn−1 = 0.

En répétant successivement pour n− 2, . . . , 0 on obtient alors :

λn = λn−1 = · · · = λ0 = 0.

Donc la famille (H0, . . . , Hn) est libre.

9. Soit n ∈ N. Le but de cette question est d'étudier les racines de Hn.
On note p le nombre de racines réelles distinctes de Hn dont la multiplicité est
impaire et a1, . . . , ap ces racines. On dé�nit alors le polynôme S par :

S = 1 si p = 0 et S =

p∏
i=1

(X − ai) sinon.

(a) Supposons que p < n. Alors le degré de S (qui est p) est inférieur strictement
à n donc S(n) = 0 et la question 7 donne alors :

I(SHn) = I(S(n)H0) = I(0) = 0.

(b) On admet que pour tout x ∈ R, S(x)Hn(x) ≥ 0.
Supposons que p < n. Alors d'après la question précédente et le résultat admis
on a :

� pour tout x ∈ R, S(x)Hn(x)e
−x2

2 ≥ 0,

�
∫ +∞

−∞
S(x)Hn(x)e

−x2

2 dx = 0.

Donc la fonction continue x 7→ S(x)Hn(x)e
−x2

2 est positive d'intégrale nulle.
Ainsi :

∀x ∈ R, S(x)Hn(x)e
−x2

2 = 0

donc
∀x ∈ R, S(x)Hn(x) = 0.

Cela est une contradiction car SHn n'est pas le polynôme nul.
Ainsi p = n. Le polynôme Hn possède donc n racines réelles de multiplicité
impaire. Comme il est de degré n, il ne peut en voir d'autre.
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