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Mathématiques � TD5

Espaces vectoriels

1 Généralités

1.1 Sous-espaces vectoriels

Correction de l'exercice 1.

1. Sev. Le polynôme nul est dans F et pour (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ F et tout λ ∈ R on
a :

(x+ λx′) + 4(z + λz′)− (y + λy′) = x+ 4z − y + λ(x′ + 4z′ − y′) = 0

donc (x, y, z) + λ(x′, y′, z′) ∈ F .

2. Non sev. (1, 0, 0) et (0, 1, 0) sont dans F mais leur somme (1, 1, 0) ne l'est pas.

3. Non sev. En e�et (1, i, 0) et (i, 1, 0) sont dans F mais leur somme (1 + i, 1+ i, 0) ne
l'est pas.

4. Non sev. En e�et (0, 1, 0) et (1,−1, 0) sont dans F mais leur somme (1, 0, 0) ne l'est
pas.

5. Sev. Le polynôme nul est dans F et pour (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ F et tout λ ∈ R on
a :

(x+ λx′) + 4(z + λz′) = x+ 4z − y + λ(x′ + 4z′) = 0

et
(x+ λx′) + (y + λy′) + (z + λz′) = x+ y + z + λ(x′ + y′ + z′) = 0

donc (x, y, z) + λ(x′, y′, z′) ∈ F .

6. Non sev. Le polynôme nul n'est pas dans F = {P ∈ R[X], deg(P ) ≥ n}.
7. Sev. La fonction nulle est de période de T et une combinaison linéaire de deux

fonctions de même période T est encore une fonction de période T .

8. Sev. Si on note u = (ein
π
3 )n et v = (n2n)n alors F = Vect(u, v).

Correction de l'exercice 2.

1. Sev. Il s'agit de l'ensemble des polynômes P de K[X] tel que P (0) = 0 et il est
facile de voir que le polynôme nul véri�e cette condition et qu'elle est stable par
combinaison linéaire.

2. Sev. Il est facile de voir que la matrice nulle véri�e cette condition et qu'elle est
stable par combinaison linéaire.

3. Sev. Il est facile de voir que la fonction nulle véri�e cette condition et qu'elle est
stable par combinaison linéaire.

4. Non sev. La fonction x 7→ x− 4 appartient à cet ensemble car elle s'annule en 4, de
même que x 7→ x − 1 qui s'annule en 1. Mais la somme x 7→ 2x − 5 ne s'annule ni
en 1 ni en 4.
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5. Non sev. La fonction f : x 7→ x est croissante mais (−1)f est strictement décrois-
sante.

6. Sev.

7. Sev. L'ensemble est bien non vide. Soit u = (un) et v = (vn) deux suites arithmé-
tiques réelles de raison a et b respectivement et soit λ ∈ R. Alors :

(u+ λv)n+1 = un+1 + λvn+1 = un + λvn + a+ λb.

Donc u+ λv est arithmétique de raison a+ λb.

8. Pas sev. La suite (2n)n est géométrique et la suite constante égale à 1 aussi. Mais la
suite (2n + 1)n n'est pas géométrique.

9. Pas sev. Le polynôme nul n'est pas dedans.

10. Sev. La fonction nulle est paire et si f et g sont paires et λ ∈ R alors

∀x ∈ R, (f + λg)(−x) = f(−x) + λg(−x) = f(x) + λg(x) = (f + λg)(x).

Donc f + λg est paire.

11. Pas sev. La fonction x ∈] − 1, 1[7→ 1 est dans cette ensemble mais son opposé
x ∈]− 1, 1[7→ −1 non.

12. Sev par linéarité de la limite.

13. Sev.

14. Pas sev : la somme d'une matrice triangulaire supérieure et d'une matrice triangu-
laire inférieur n'est en générale pas triangulaire.

Correction de l'exercice 3. Soit E un espace vectoriel et soient F et G deux sous-
espaces vectoriels de E.

� On suppose que F ∪ G est un sous-espace vectoriel de E et que F ⊈ G. Montrons
qu'alors G ⊂ F .
Comme F ⊈ G, il existe un vecteur xF ∈ F\G.
Soit g ∈ G. Alors g et xF sont des éléments de F ∪ G. Comme par hypothèse il
s'agit d'un sous-espace vectoriel (donc stable par somme) alors :

g + xF ∈ F ∪G.

Donc soit g + xF appartient à F soit g + xF appartient à G.
Supposons que g+xF appartient à G. Comme G est stable par combinaison linéaire
alors :

xF = g + xF − g ∈ G.

Contradiction !
Ainsi g + xF appartient à F et comme F est stable par combinaison linéaire alors :

g = g + xF − xF ∈ F.

Ainsi G ⊂ F .

� Réciproquement, on suppose G ⊂ F ou F ⊂ G. Par exemple G ⊂ F (l'autre cas est
similaire). Alors G ∪ F = F donc c'est un sous-espace vectoriel.
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1.2 Sous-espaces vectoriels engendrés

Correction de l'exercice 4. Dans chaque cas, on va écrire F sous la formeVect(u1, . . . , un)
avec ui ∈ E. En particulier, cela montrera que F est un sous-espace vectoriel de E dont
une famille génératrice est (u1, . . . , un).

1. L'ensemble F est décrit par un système d'équations.

(a) On écrit les conditions sous lesquelles un vecteur appartient à F sous forme
d'un système.
Soit (x, y, z) ∈ R3. Alors

(x, y, z) ∈ F ⇐⇒
{

2y − z = 0
x + y + z = 0

(b) Ici le système est déjà sous forme triangulaire.
(c) On exprime les inconnues principales en fonctions des autres.

{
x + y + z = 0

2y − z = 0
⇐⇒

{
x = −y − z
2y = z

⇐⇒
{

x = −3y
z = 2y

(d) Finalement, (x, y, z) ∈ F ⇐⇒
{

x = −3y
z = 2y

. Donc

F =
{
(−3y, y, 2y) ∈ R3 | y ∈ R

}
=
{
y(−3, 1, 2) ∈ R3 | z ∈ R

}
= Vect((−3, 1, 2)).

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E et ((−3, 1, 2)) est une famille génératrice
de F .

2. L'ensemble F est décrit par une équation.
On écrit les conditions sous lesquelles un vecteur appartient à F sous forme d'un
système.

Soit

(
a b
c d

)
∈M2(R). Alors

(
a b
c d

)
∈ F ⇐⇒ a = 2c

Ainsi :

F =

{(
2c b
c d

)
∈M2(R) | b ∈ R, c ∈ R, d ∈ R

}
=

{
c

(
2 0
1 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
∈M2(R) | b ∈ R, c ∈ R, d ∈ R

}
= Vect

((
2 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

))
.

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E et

((
2 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

))
est une

famille génératrice de F .
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3. L'ensemble F est donné sous forme paramétrique.

F = {(a+ c)x+ (2ax+ b)x2 − cx2, (a, b, c) ∈ R3}
= {a(x+ 2x3) + bx2 + c(x− x2), (a, b, c) ∈ R3}
= Vect(x+ 2x3, x2, x− x2)

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E et (x + 2x3, x2, x − x2) est une famille
génératrice de F .

4. L'ensemble F est décrit par un système d'équations.
On écrit les conditions sous lesquelles un vecteur appartient à F sous forme d'un
système.
Soit P = ax2 + bx+ c ∈ R2[x]. Alors

P ∈ F ⇐⇒ P (1) = P (2)⇐⇒ a+ b+ c = 4a+ 2b+ c⇐⇒ b = −3a.

Ainsi

F =
{
ax2 − 3ax+ c | a ∈ R, c ∈ R

}
=
{
a(x2 − 3x) + c | a ∈ R, c ∈ R

}
= Vect(x2 − 3x, 1).

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E et (x2− 3x, 1) est une famille génératrice
de F .

Correction de l'exercice 5. Soit (un) une telle suite. Elle véri�e donc une relation de
récurrence linéaire d'ordre 2 dont l'équation caractéristique est :

x2 − 2x+ 1 = 0.

L'équation caractéristique n'a qu'une seule solution : 1.
Donc les éléments de l'ensemble en question sont les suites pour lesquelles il existe λ, µ ∈ R
tels que :

∀n ∈ N, un = (λ+ nµ)× 1n = λ+ nµ.

Il s'agit donc de
Vect(u, v)

où u = (1)n et v = (n)n.

Correction de l'exercice 6. Montrer que l'ensemble des solutions à valeurs réelles de
l'équation suivante est un sev de C2(R;R) et en donner une famille génératrice.

∀x ∈ R, y′′(x)− 2y′(x) + 2y(x) = 0.

Soit y une telle fonction. Elle véri�e donc une équation di�érentielle d'ordre 2 homogène
à coe�cients constants dont l'équation caractéristique est :

x2 − 2x+ 2 = 0.

Le discriminant de cette équation est : ∆ = 4− 4× 2 = −4.
Ses racines sont donc 1 + i et 1− i.
Donc les éléments de l'ensemble en question sont les fonctions pour lesquelles il existe
λ, µ ∈ R tels que :

∀t ∈ R, y(t) = et(λ cos(t) + µ sin(t)).

Il s'agit donc de
Vect(t 7→ et cos(t), t 7→ et sin(t)).
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Correction de l'exercice 7. On procède par double inclusion.

� Montrons que Vect(−→u ,−→v ) ⊂ Vect(−→s ,−→t ). Pour cela, d'après la proposition 6, il
su�t de montrer que −→u et −→v appartiennent à Vect(−→s ,−→t ), c'est-à-dire que −→u et
−→v sont combinaisons linéaires de −→s et de

−→
t .

On voit facilement que :

−→u = −→s +
−→
t et −→v = −→s + 2

−→
t .

Ainsi −→u et −→v appartiennent à Vect(−→s ,−→t ). Donc :

Vect(−→u ,−→v ) ⊂ Vect(−→s ,−→t ).

� De même, montrons que Vect(−→s ,−→t ) ⊂ Vect(−→u ,−→v ). Pour cela, d'après la propo-
sition 6, il su�t de montrer que −→s et

−→
t appartiennent à Vect(−→u ,−→v ), c'est-à-dire

que −→s et
−→
t sont combinaisons linéaires de −→u et de −→v .

On voit facilement que :

−→s = 2−→u −−→v et
−→
t = −→v −−→u .

Ainsi −→s et
−→
t appartiennent à Vect(−→u ,−→v ). Donc :

Vect(−→s ,−→t ) ⊂ Vect(−→u ,−→v ).

Ainsi : Vect(−→u ,−→v ) = Vect(−→s ,−→t ).

2 Familles de vecteurs

2.1 Familles génératrices

Correction de l'exercice 8. 1. Soit (x, y, z) ∈ R3.

(x, y, z) ∈ Vect(F)
⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3 (x, y, z) = λ1(1,−1, 2) + λ2(2, 1,−1) + λ3(−1,−5, 8)

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3


λ1 + 2λ2 − λ3 = x
−λ1 + λ2 − 5λ3 = y
2λ1 − λ2 + 8λ3 = z

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3


λ1 + 2λ2 − λ3 = x

3λ2 − 6λ3 = x+ y
− 5λ2 + 10λ3 = z − 2x

L2 ← L2 + L1

L3 ← L3 − 2L1

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3


λ1 + 2λ2 − λ3 = x

λ2 − 2λ3 =
x+ y

3

λ2 − 2λ3 =
2x− z

5

⇐⇒ x+ y

3
=

2x− z

5
.
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Donc, par exemple le vecteur (0, 0, 1) n'appartient pas à Vect(F) car

0 + 0

3
̸= 2× 0− 1

5
.

Ainsi, F n'est pas génératrice de R3.

2. Soit (a0, a1, a2) ∈ R3. Montrons que le système

a0 + a1X + a2X
2 = λ1(X

2 + 2X) + λ2(X
2 +X + 1) + λ3(X + 2)

d'inconnues λ1, λ2, λ3 possède des solutions.

λ1(X
2+2X) + λ2(X

2 +X + 1) + λ3(X + 2) = a0 + a1X + a2X
2

⇐⇒ λ2 + 2λ3 + (2λ1 + λ2 + λ3)X + (λ1 + λ2)X
2 = a0 + a1X + a2X

2

⇐⇒


λ2 + 2λ3 = a0

2λ1 + λ2 + λ3 = a1
λ1 + λ2 = a2

⇐⇒


λ2 + 2λ3 = a0
−λ2 + λ3 = a1 − 2a2

λ1 = a2 − λ2

⇐⇒


3λ2 = a0 − 2(a1 − 2a2)
λ3 = a1 − 2a2 + λ2

λ1 = a2 − λ2

⇐⇒


λ2 = . . .
λ3 = . . .
λ1 = . . .

Ainsi pour tout (a0, a1, a2) ∈ R3 le système

a0 + a1X + a2X
2 = λ1(X

2 + 2X) + λ2(X
2 +X + 1) + λ3(X + 2)

d'inconnues λ1, λ2, λ3 possède des solutions. La famille est donc génératrice.
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3. Soit

(
x y
z t

)
∈M2(R).

(
x y
z t

)
∈ Vect(F)

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3,

(
x y
z t

)
= λ1

(
1 2
0 1

)
+ λ2

(
0 −1
1 2

)
+ λ3

(
1 1
1 1

)
.

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3,


λ1 + λ3 = x
2λ1 − λ2 + λ3 = y

λ2 + λ3 = z
λ1 + 2λ2 + λ3 = t

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3,


λ1 + λ3 = x

−λ2 − λ3 = y − 2x
λ2 + λ3 = z

2λ2 = t− x

L2 ← L2 − 2L1

L4 ← L4 − L1

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3,


λ1 + λ3 = x

λ2 + λ3 = 2x− y
λ2 + λ3 = z

2λ2 = t− x

⇐⇒ 2x− y = z

Donc par exemple, la matrice

(
0 0
1 0

)
n'appartient pas à Vect(F). La famille F

n'est donc pas génératrice deM2(R).
4. Supposons que (5n)n∈N appartienne à Vect(F). Alors il existe des réels λ1, λ2 et λ3

tels que :
∀n ∈ N, 5n = λ12

n + λ23
n + λ34

n.

Donc, en divisant par 5n :

∀n ∈ N, 1 = λ1

(
2

5

)n

+ λ2

(
3

5

)n

+ λ3

(
4

5

)n

.

En passant à la limite dans cet égalité, on obtient :

1 = 0.

Ceci est une contradiction. Ainsi (5n)n∈N n'appartient pas à Vect(F). En particulier
F n'est pas génératrice de RN.

Correction de l'exercice 9. Soit F un élément de R3[X].

1. Le polynôme F (X + 1) est degré inférieur ou égal à 3 (par degré d'un composé) et
donc, il existe λ0, . . . , λ3 ∈ R tels que

F (X + 1) = λ0 + λ1X + λ2X
2 + λ3X

3.

Cela signi�e que
F = λ0P0 + λ1P1 + λ2P2 + λ3P3.

2. � En substituant 1 à X dans la formule précédente, on a λ0 = F (1) ;

7



Arnaud Stocker

� En dérivant cette formule puis en substituant 1 à X dans la formule obtenue,
on a λ1 = F ′(1) ;

� En dérivant encore la formule précédemment puis en substituant 1 à X dans
la formule obtenue, on a 2λ2 = F ′′(1) ;

� En�n, en dérivant encore la formule précédemment puis en substituant 1 à X
dans la formule obtenue, on a 6λ3 = F (3)(1) ;

On a donc :

F = F (1).P0 + F ′(1).P1 +
1

2
.F ′′(1).P2 +

1

6
.F (3)(1).P3

= F (1) + F ′(1)(X − 1) +
1

2
F ′′(1)(X − 1)2 +

1

6
F (3)(1)(X − 1)3.

On reconnaît la formule de Taylor.

3. On a donc Vect(P1, P2, P3) = R3[X] :

� P0, . . . , P3 ∈ R3[X] et donc Vect(P1, P2, P3) ⊂ R3[X] ;
� on vient de voir que R3[X] ⊂ Vect(P1, P2, P3).

La famille (P0, . . . , P3) est génératrice de R3[X].

2.2 Familles libres

Correction de l'exercice 10. 1. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3.

λ1(1,− 1, 2) + λ2(2, 1,−1) + λ3(−1,−5, 8) = (0, 0, 0)

⇐⇒


λ1 + 2λ2 − λ3 = 0
−λ1 + λ2 − 5λ3 = 0
2λ1 − λ2 + 8λ3 = 0

⇐⇒


λ1 + 2λ2 − λ3 = 0

3λ2 − 6λ3 = 0
2λ1 − λ2 + 8λ3 = 0

L2 ← L2 + L1

⇐⇒


λ2 = 2λ3

λ1 + 3λ3 = 0
2λ1 + 6λ3 = 0

L2 ↔ L1

⇐⇒
{

λ2 = 2λ3

λ1 = −3λ3

En prenant λ3 = 1, λ1 = −3 et λ2 = 2, on voit que

λ1(1,−1, 2) + λ2(2, 1,−1) + λ3(−1,−5, 8) = (0, 0, 0).

Donc F est liée.

2. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3.
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λ1(X
2+2X) + λ2(X

2 +X + 1) + λ3(X + 2) = 0

⇐⇒ λ2 + 2λ3 + (2λ1 + λ2 + λ3)X + (λ1 + λ2)X
2 = 0

⇐⇒


λ2 + 2λ3 = 0

2λ1 + λ2 + λ3 = 0
λ1 + λ2 = 0

⇐⇒


λ2 + 2λ3 = 0
−λ2 + λ3 = 0

λ1 = −λ2

⇐⇒


3λ2 = 0
λ3 = λ2

λ1 = −λ2

⇐⇒


λ2 = 0
λ3 = 0
λ1 = 0

Ainsi, la famille est libre.

3. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3.

λ1

(
1 2
0 1

)
+ λ2

(
0 −1
1 2

)
+ λ3

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)

⇐⇒


λ1 + λ3 = 0
2λ1 − λ2 + λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0
λ1 + 2λ2 + λ3 = 0

⇐⇒


λ1 + λ3 = 0
2λ1 − λ2 + λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0
2λ2 = 0

L4 ← L4 − L1

⇐⇒


λ1 = 0
λ3 = 0
λ2 = 0

La famille est donc libre.

4. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3.

9



Arnaud Stocker

λ1(2
n)n∈N + λ2(3

n)n∈N + λ3(4
n)n∈N = (0)n∈N

⇐⇒ ∀n ∈ N λ12
n + λ23

n + λ34
n = 0

=⇒


λ1 + λ2 + λ3 = 0 (n = 0)
2λ1 + 3λ2 + 4λ3 = 0 (n = 0)
4λ1 + 9λ2 + 16λ3 = 0 (n = 2)

=⇒


λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ2 + 2λ3 = 0
5λ2 + 12λ3 = 0

=⇒


λ1 + λ2 + λ3 = 0

+ λ2 = −2λ3

−10λ3 + 12λ3 = 0

=⇒


λ1 = 0
λ2 = 0
λ3 = 0

Donc F est une famille libre.

Correction de l'exercice 11. Soit (λ0, . . . , λn) ∈ Rn+1 tels que

n∑
k=0

λkfk = λ0f0 + · · ·+ λnfn = 0.

Alors, pour tout x ∈ R, on a

n∑
k=0

λke
−kx =

n∑
k=0

λkfk(x) = λ0f0(x) + · · ·+ λnfn(x) = 0.

On cherche à montrer que nécessairement, (λ0, . . . , λn) = (0, . . . , 0). Supposons par l'ab-
surde que (λ0, . . . , λn) ̸= (0, . . . , 0) et considérons n0 le plus petit entier de {0, . . . , n} tel
que λn0 ̸= 0. Ainsi, pour tout k < n0, λk = 0. On a, pour tout x ∈ R :

n∑
k=0

λke
−kx =

n∑
k=n0

λke
−kx car, pour tout k < n0, λk = 0

= e−n0x

n∑
k=n0

λke
(n0−k)x

= e−n0x

(
λn0 +

n∑
k=n0+1

λke
(n0−k)x

)
.

Comme, pour tout x ∈ R,
n∑

k=0

λke
−kx = 0, on en déduit que, pour tout x ∈ R,

e−n0x

(
λn0 +

n∑
k=n0+1

λke
(n0−k)x

)
= 0.
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Or , pour tout x ∈ R, e−n0x ̸= 0, on obtient :

∀x ∈ R, λn0 +
n∑

k=n0+1

λke
(n0−k)x = 0.

De plus, pour k ≥ n0+1, n0− k < 0 donc lim
x→+∞

e(n0−k)x = 0. Donc, en passant à la limite

dans l'égalité ci-dessus on trouve :

0 = lim
x→+∞

(
λn0 +

n∑
k=n0+1

λke
(n0−k)x

)
= λn0 +

n∑
k=n0+1

λk lim
x→+∞

e(n0−k)x = λn0 .

Cela est absurde car, par dé�nition de n0, λn0 ̸= 0. Ainsi, notre supposition est fausse et
donc (λ0, . . . , λn) = (0, . . . , 0).
On a montré que

∀(λ0, . . . , λn) ∈ Rn,
n∑

k=0

λkfk = 0⇒ λ0 = · · · = λn = 0.

La famille (f0, . . . , fn) est donc libre.

Correction de l'exercice 12. Soit E l'espace vectoriel des applications de ]− 1, 1[ dans
R.
Soit f1 et f2 dé�nies sur ]− 1, 1[ par :

∀x ∈]− 1, 1[, f1(x) =
1

x− 1
et f2(x) =

1

1 + x
.

1. Soit (λ, µ) ∈ R2. On a :

λf1 + µf2 = 0⇐⇒ ∀x ∈]− 1, 1[
λ

x− 1
+

µ

x+ 1
= 0

⇐⇒ ∀x ∈]− 1, 1[
λ(x+ 1) + µ(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)
= 0

⇐⇒ ∀x ∈]− 1, 1[
(λ+ µ)x+ λ− µ

(x− 1)(x+ 1)
= 0

⇐⇒ ∀x ∈]− 1, 1[ (λ+ µ)x+ λ− µ = 0

⇐⇒ λ+ µ = λ− µ = 0

⇐⇒ λ = µ = 0.

Ainsi (f1, f2) est libre.

2. D'après les calculs ci-dessus, on a pour tout λ, µ) ∈ R2 :

∀x ∈]− 1, 1[ λf1(x) + µf2(x) =
(λ+ µ)x+ λ− µ

x2 − 1
.

Donc en prenant λ+ µ = 0 et λ− µ = 1 c'est-à-dire λ =
1

2
et µ = −1

2
on a :

∀x ∈]− 1, 1[, λf1(x) + µf2(x) =
1

x2 − 1
.

Donc x 7→ 1

x2 − 1
appartient à Vect(f1, f2).

11
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2.3 Bases

Correction de l'exercice 13.

1. � Montrons que B est génératrice de R3. On note e1 = (3, 1, 3) , e2 = (2, 2, 1) et
e3 = (4, 3, 2). Soit (x, y, z) ∈ R3 et (λ1, λ2, λ3) ∈ R3 ; on a :

(x, y, z) = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3

⇐⇒


3λ1 + 2λ2 + 4λ3 = x
λ1 + 2λ2 + 3λ3 = y
3λ1 + λ2 + 2λ3 = z

⇐⇒


3λ1 + 2λ2 + 4λ3 = x
−2λ1 − λ3 = y − x
3λ1 + λ2 + 2λ3 = z

(L2 ← L2 − L1)

⇐⇒


3λ1 + 2λ2 + 4λ3 = x
−2λ1 − λ3 = y − x
3λ1 = 2z − x

(L3 ← 2L3 − L1)

⇐⇒


λ2 =

x− 3λ1 − 4λ3

2
λ3 = x− y − λ1

λ1 =
2z − x

3

⇐⇒


λ2 =

x− 32z−x
3
− 4

(
x− y − 2z−x

3

)
2

λ3 = x− y − 2z − x

3

λ1 =
2z − x

3

⇐⇒


λ2 =

−7x+ 6y + 5z

3

λ3 =
5x− 3y − 4z

3

λ1 =
2z − x

3

Ainsi, pour tout (x, y, z) ∈ R3, (x, y, z) est combinaison linéaire de e1, e2 et e3.
Plus précisément, on a

(x, y, z) =
2z − x

3
· e1 +

−7x+ 6y + 5z

3
· e2 +

5x− 3y − 4z

3
· e3.

La famille B est donc une famille génératrice de R3.
� Montrons que la famille B est libre. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3. En appliquant les
calculs précédents avec (x, y, z) = (0, 0, 0) on voit que

(0, 0, 0) = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 ⇐⇒


λ2 =

−7× 0 + 6× 0 + 5× 0

3
= 0

λ3 =
5× 0− 3× 0− 4× 0

3
= 0

λ1 =
2× 0− 0

3
= 0

Ainsi la famille B est libre.

12
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� La famille B est libre et génératrice de R3, c'est donc une base 1 de R3. De plus,
d'après le premier point, on sait que les coordonnées d'un vecteur (x, y, z) dans
cette base sont : (

2z − x

3
,
−7x+ 6y + 5z

3
,
5x− 3y − 4z

3

)
.

En particulier, les coordonnées de u dans cette base sont (−1

3
,−4

3
,
5

3
)

2. � Montrons que B est génératrice de R3. Soit (x, y, z) ∈ R3, on a :

(x, y, z) = y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) + x(1, 0, 0).

La famille est donc génératrice de R3.
� Montrons que la famille B est libre. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3. On a

λ1(0, 1, 0) + λ2(0, 0, 1) + λ3(1, 0, 0) = (0, 0, 0)⇐⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0.

La famille est donc libre.
� La famille B est libre et génératrice de R3, c'est donc une base de R3. De plus,
d'après le premier point, on sait que les coordonnées d'un vecteur (x, y, z) dans
cette base sont (y, z, x). En particulier, les coordonnées de u dans cette base
sont (2, 1, 3).

3. � Montrons que B est génératrice de R2[X]. Soit P = a0 + a1X + a2X
2 ∈ R2[X]

et (λ1, λ2, λ3) ∈ R3 ; on a :

P = λ1 + λ2(X − 1) + λ3(X − 1)2 ⇐⇒ P = λ1 − λ2 + λ3 + (λ2 − 2λ3)X + λ3X
2

⇐⇒


λ1 − λ2 + λ3 = a0

λ2 − 2λ3 = a1
λ3 = a2

⇐⇒


λ1 = a0 + a1 + a2
λ2 = a1 + 2a2
λ3 = a2

Ainsi, pour tout P = a0 + a1X + a2X
2 ∈ R2[X], P est combinaison linéaire de

1, X − 1 et (X − 1)2 ; plus précisément :

a0 + a1X + a2X
2 = (a0 + a1 + a2) · 1 + (a1 + 2a2) · (X − 1) + a2 · (X − 1)2.

� La famille B est une famille échelonnée formée de vecteurs non nuls donc elle
est libre.

� La famille B est libre et génératrice de R2[X], c'est donc une base de R2[X].
De plus, d'après le premier point, on sait que les coordonnées d'un polynôme
P = a0 + a1X + a2X

2 dans cette base sont (a0 + a1 + a2, a1 + 2a2, a2). En
particulier, les coordonnées de u dans cette base sont (3, 3, 1).

1. On peut aussi montrer que B est libre et que Card(B) = 3 = dim(R3). La même remarque vaut

pour les questions suivantes.
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4. � Montrons que B est génératrice deM2(R). Soit
(
x y
z t

)
∈M2(R) et (λ1, λ2, λ3, λ4) ∈

R4 ; on a :(
x y
z t

)
= λ1

(
1 1
0 1

)
+ λ2

(
1 0
1 1

)
+ λ3

(
1 −1
1 −1

)
+ λ4

(
0 1
1 0

)

⇐⇒


λ1 + λ2 + λ3 = x
λ1 − λ3 + λ4 = y

λ2 + λ3 + λ4 = z
λ1 + λ2 − λ3 = t

⇐⇒


λ1 + λ2 + λ3 = x
− λ2 − 2λ3 + λ4 = y − x L2 ← L2 − L1

λ2 + λ3 + λ4 = z
− 2λ3 = t− x L4 ← L4 − L1

⇐⇒


λ1 + λ2 + λ3 = x
− λ2 − 2λ3 + λ4 = y − x

− λ3 + 2λ4 = z + y − x L3 ← L3 + L2

− 2λ3 = t− x

⇐⇒


λ1 = x− λ2 − λ3

λ2 = x− y − 2λ3 + λ4

2λ4 = z + y − x+ λ3

λ3 =
x− t

2

⇐⇒



λ1 =
3x+ 2y − 2z − t

4

λ2 =
−x− 2y + 2z + 3t

4

λ4 =
2z + 2y − x− t

4

λ3 =
x− t

2

Ainsi, pour tout

(
x y
z t

)
∈ M2(R),

(
x y
z t

)
est combinaison linéaire des élé-

ments de B.
La famille B est donc une famille génératrice deM2(R).

� Montrons que la famille B est libre. Soit (λ1, λ2, λ3, λ4) ∈ R4. En appliquant

les calculs précédents avec

(
x y
z t

)
=

(
0 0
0 0

)
on voit que

(
0 0
0 0

)
= λ1

(
1 1
0 1

)
+ λ2

(
1 0
1 1

)
+ λ3

(
1 −1
1 −1

)
+ λ4

(
0 1
1 0

)
⇐⇒ λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0

Ainsi la famille B est libre.
� La famille B est libre et génératrice deM2(R), c'est donc une base deM2(R).
De plus, d'après le premier point, on sait que les coordonnées d'un vecteur

14
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(
x y
z t

)
dans cette base sont :

(
3x+ 2y − 2z − t

4
,
−x− 2y + 2z + 3t

4
,
x− t

2
,
2z + 2y − x− t

4

)
.

En particulier, les coordonnées de u dans cette base sont (
1

2
,
1

2
, 0,−1

2
).

Correction de l'exercice 14.

1. Soit F = {(x+ y, y + z) | x, y, z ∈ R}. On a

F = {(x+ y, y + z) | x, y, z ∈ R} = {x(1, 0) + y(1, 1) + z(0, 1) | x, y, z ∈ R}
= Vect((1, 0), (1, 1), (0, 1))

= Vect((1, 0), (0, 1))

car (1, 1) = (1, 0) + (0, 1). Donc ((1, 0), (0, 1)) est une famille génératrice de F . De
plus la famille ((1, 0), (0, 1)) est formée de deux vecteurs non colinéaires donc elle
est libre.
C'est donc une base de {(x+ y, y + z) | x, y, z ∈ R}.

2. Posons F =
{
(x, y, z, t) ∈ R4 | 2x+ y − t = 0 et y = t

}
. Soit (x, y, z, t) ∈ R4. On

a :

(x, y, z, t) ∈ F ⇐⇒ 2x+ y − t = 0 et y = t⇐⇒ x = 0 et y = t.

Ainsi :

F = {(0, y, z, y) ; y, z ∈ R} = Vect((0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)).

La famille ((0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)) est donc génératrice de F .
Elle est formée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.
Ainsi c'est une base de F .

3. Notons F = {P ∈ R3[X] | P (0) = P ′(1)}. Soit P = a0+a1X+a2X
2+a3X

3inR3[X].
On a :

P (0) = a0 et P ′(1) = a1 + 2a2 + 3a3

donc :

P ∈ F ⇐⇒ a0 = a1 + 2a2 + 3a3

⇐⇒ P = a1 + 2a2 + 3a3 + a1X + a2X
2 + a3X

3

⇐⇒ P = a1(1 +X) + a2(2 +X2) + a3(3 +X3)

⇐⇒ P ∈ Vect(1 +X, 2 +X2, 3 +X3).

Donc F = Vect(1 + X, 2 + X2, 3 + X3) et la famille (1 + X, 2 + X2, 3 + X3) est
génératrice de F .
Il s'agit d'une famille échelonnée de polynômes non nuls donc elle est libre.
Ainsi (1 +X, 2 +X2, 3 +X3) est une base de F .

15



Arnaud Stocker

4. Notons F =
{
(a+ c)X + (2aX + b)X2 − cX2 | (a, b, c) ∈ R3

}
.

On a :

F =
{
(a+ c)X + (2aX + b)X2 − cX2 | (a, b, c) ∈ R3

}
=
{
a(X + 2X3) + cX + bX2 + c(X −X2) | (a, b, c) ∈ R3

}
= Vect(X + 2X3,2 , X −X2).

La famille (X + 2X3,2 , X −X2) est donc génératrice de F .
Étudions sa liberté : soit a, b, c ∈ R. On a

a(X + 2X3) + cX + bX2 + c(X −X2) = 0

⇐⇒


a+ c = 0
b− c = 0
2a = 0

(en identi�ant les coe�cients en X, X2, X3)

⇐⇒


c = 0
b = 0
a = 0

Donc la famille est aussi libre.
Ainsi (X + 2X3,2 , X −X2) est une base de F .

5. Soit F =

{(
a a+ b 0

2a+ b −b 3a+ 2b

)
| a, b ∈ R

}
.

On a

F =

{(
a a 0
2a 0 3a

)
+

(
0 b 0
b −b 2b

)
| a, b ∈ R

}
=

{
a

(
1 1 0
2 0 3

)
+ b

(
0 1 0
1 −1 2

)
| a, b ∈ R

}
= Vect

((
1 1 0
2 0 3

)
,

(
0 1 0
1 −1 2

))
.

Ainsi, la famille

((
1 1 0
2 0 3

)
,

(
0 1 0
1 −1 2

))
est une famille génératrice de F .

Elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.

Ainsi

((
1 1 0
2 0 3

)
,

(
0 1 0
1 −1 2

))
est une base de F .

6. Notons F =

{(
a b
c d

)
∈M2(R) | a+ b = c+ d

}
. Alors :

F =

{(
a b
c d

)
∈M2(R) | a = −b+ c+ d

}
=

{(
−b+ c+ d b

c d

)
∈M2(R) ; (b, c, d) ∈ R3

}
=

{(
−b b
0 0

)
+

(
c 0
c 0

)
+

(
d 0
0 d

)
∈M2(R) ; (b, c, d) ∈ R3

}
=

{
b

(
−1 1
0 0

)
+ c

(
1 0
1 0

)
+ d

(
1 0
0 1

)
∈M2(R) ; (b, c, d) ∈ R3

}
= Vect

((
−1 1
0 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
1 0
0 1

))
.
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La famille

((
−1 1
0 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
1 0
0 1

))
est donc une famille génératrice de F .

Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3. Alors :

λ1

(
−1 1
0 0

)
+ λ2

(
1 0
1 0

)
+ λ3

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)

⇐⇒


−λ1 + λ2 + λ3 = 0
λ1 = 0

λ2 = 0
λ3 = 0

⇐⇒


λ1 = 0
λ2 = 0
λ3 = 0

La famille

((
−1 1
0 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
1 0
0 1

))
est libre.

C'est une famille libre et génératrice de F donc une base de F .

Correction de l'exercice 15. Soit n ≥ 2 etH = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 + · · ·+ xn = 0}.
1. (a) H est un sous-ensemble de Rn non vide car (0, . . . , 0) ∈ H.

(b) Montrons que H est stable par combinaison linéaire. Soient x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn) deux éléments de H et λ ∈ R et montrons que x+ λy ∈ H.
On sait que x1 + · · · + xn = 0 car x ∈ H et y1 + · · · + yn = 0 car y ∈ H. Par
conséquent,

(x1 + λy1) + · · ·+ (xn + λyn) = x1 + · · ·+ xn + λ(y1 + · · ·+ yn)

= 0.

Ainsi x+ λy ∈ H.
Cela montre que pour tout x, y ∈ H, pour tout λ ∈ R, x + λy ∈ H. Ainsi H
est stable par combinaison linéaire.

(c) D'après la caractérisation des sous-espaces vectoriels, on en conclut que H est
un sous-espace vectoriel de Rn.

2. Pour i = 2, . . . , n, on note fi = e1 − ei.
(a) Pour tout i ∈ {2, . . . , n}, fi = (1, 0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 0) où le −1 est un iième

position. Comme
1 + 0 + · · ·+ 0− 1 + 0 · · ·+ 0 = 0

alors fi ∈ H pour tout i ∈ {2, . . . , n}.
(b) Montrons que (f2, . . . , fn) est libre. Soit (λ2, . . . , λn) ∈ Rn−1.

n∑
k=2

λkfk = 0⇐⇒
n∑

k=2

λk(e1 − ek) = 0

⇐⇒

(
n∑

k=2

λk

)
e1 −

n∑
k=2

λkek = 0

⇐⇒

(
n∑

k=2

λk

)
= λ2 = · · · = λn = 0 car (e1, . . . , en) est libre

Ainsi, la famille (f2, . . . , fn) est libre.
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(c) Montrons que (f2, . . . , fn) est génératrice de H.

Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ H alors x1 + · · · + xn = 0 c'est-à-dire x1 = −
n∑

i=2

xi.

On en déduit :

x =
n∑

i=1

xiei = x1e1 +
n∑

i=2

xiei

=

(
−

n∑
i=2

xi

)
e1 +

n∑
i=2

xiei

= −
n∑

i=2

xiei +
n∑

i=2

xiei

=
n∑

i=2

xi(ei − e1)

=
n∑

i=2

(−xi)fi.

Donc la famille (f2, . . . , fn) est bien génératrice de H.

Par ce qui précède, la famille (f2, . . . , fn) est donc une base de H.
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