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Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025

Mathématiques — TD5

ESPACES VECTORIELS

1 Généralités

1.1

Sous-espaces vectoriels

Correction de ’exercice 1.

1.

Sev. Le polynome nul est dans F' et pour (z,y,2),(2',y',2") € F et tout A € R on
a:

(x+ X)) +4z+ X ) —(y+N) =z +4z—y+MNa' +42 —y) =0

donc (z,y,2) + X2/, v/, 2') € F.

2. Non sev. (1,0,0) et (0,1,0) sont dans F' mais leur somme (1, 1,0) ne Uest pas.

. Non sev. En effet (1,4,0) et (¢,1,0) sont dans F' mais leur somme (1+1,1+4,0) ne

I’est pas.

Non sev. En effet (0,1,0) et (1, —1,0) sont dans F' mais leur somme (1,0,0) ne l'est
pas.

Sev. Le polynome nul est dans F' et pour (z,y,2),(2',y',2") € F et tout A € R on
a:
(z+ X)) +4(z+ ) =a+4z—y+ANa'+4") =0

et
T+ X))+ W+ M)+ +N) =z +y+ 2+ A2 +y +2)=0

done (z,y,2) + A2/, ¢/, 2') € F.

6. Non sev. Le polynome nul n’est pas dans F' = {P € R[X], deg(P) > n}.

7. Sev. La fonction nulle est de période de T et une combinaison linéaire de deux

8.

fonctions de méme période T est encore une fonction de période T

Sev. Si on note u = (e™3), et v = (n2"), alors F' = Vect(u,v).

Correction de ’exercice 2.

1.

Sev. Il s’agit de 'ensemble des polynomes P de K[X] tel que P(0) = 0 et il est
facile de voir que le polynome nul vérifie cette condition et qu’elle est stable par
combinaison linéaire.

. Sev. 1l est facile de voir que la matrice nulle vérifie cette condition et qu’elle est

stable par combinaison linéaire.

Sev. Il est facile de voir que la fonction nulle vérifie cette condition et qu’elle est
stable par combinaison linéaire.

Non sev. La fonction z — x — 4 appartient & cet ensemble car elle s’annule en 4, de
méme que x — x — 1 qui s’annule en 1. Mais la somme z +— 2x — 5 ne s’annule ni
en 1 ni en 4.
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Non sev. La fonction f : z — x est croissante mais (—1)f est strictement décrois-
sante.

6. Sev.

7. Sev. L’ensemble est bien non vide. Soit u = (u,) et v = (v,) deux suites arithmé-

10.

11.

12.
13.
14.

tiques réelles de raison a et b respectivement et soit A € R. Alors :
(U + AV)py1 = Upy1 + A\Upy1 = Up + Av, + a + AD.

Donc u + Av est arithmétique de raison a + Ab.

Pas sev. La suite (2"),, est géométrique et la suite constante égale a 1 aussi. Mais la
suite (2" 4+ 1),, n’est pas géométrique.

Pas sev. Le polynome nul n’est pas dedans.

Sev. La fonction nulle est paire et si f et g sont paires et A € R alors

Ve e R, (f+Ag)(—2) = f(—x)+ Ag(—=x) = f(x) + Ag(x) = (f + Ag)(z).

Donc f + Ag est paire.

Pas sev. La fonction = €] — 1,1[— 1 est dans cette ensemble mais son opposé
z €] —1,1[~ —1 non.

Sev par linéarité de la limite.
Sev.

Pas sev : la somme d’'une matrice triangulaire supérieure et d’'une matrice triangu-
laire inférieur n’est en générale pas triangulaire.

Correction de l’exercice 3. Soit E un espace vectoriel et soient F' et G deux sous-
espaces vectoriels de F.

— On suppose que F'U G est un sous-espace vectoriel de F et que F' ¢ G. Montrons

qu’alors G C F.
Comme F ¢ G, il existe un vecteur 2 € F\G.

Soit g € G. Alors g et xr sont des éléments de F' U G. Comme par hypothése il
s’agit d’un sous-espace vectoriel (donc stable par somme) alors :

g+xp € FUG.

Donc soit g + xp appartient & F' soit g + xr appartient a G.

Supposons que g+ xpr appartient & G. Comme G est stable par combinaison linéaire
alors :
tp=g+zxp—g€aqG.

Contradiction !
Ainsi g + zF appartient & F' et comme F' est stable par combinaison linéaire alors :

g=g+xp—zp € F.

Ainsi G C F.

Réciproquement, on suppose G C F ou F' C G. Par exemple G C F' ('autre cas est
similaire). Alors GU F = F donc ¢’est un sous-espace vectoriel.
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1.2 Sous-espaces vectoriels engendrés

Correction de ’exercice 4. Dans chaque cas, on va écrire F sous la forme Vect(uy, . .., u,)

avec u; € E. En particulier, cela montrera que F' est un sous-espace vectoriel de £ dont
une famille génératrice est (ug, ..., uy,).

1. L’ensemble F' est décrit par un systéeme d’équations.

(a) On écrit les conditions sous lesquelles un vecteur appartient a F' sous forme
d’un systéme.

Soit (z,v,2) € R®. Alors

2y — 2z =0
(x,y,z)€F<:>{x by o+ oz =0

(b) Ici le systéme est déja sous forme triangulaire.

(c) On exprime les inconnues principales en fonctions des autres.

r + y + z =0 — T = —y—2=z — r = =3y
(d) Finalement, (z,y,z2) € F < { a;: B ;?:;y . Donc

F = {(—By,y, 2y) ER? |y € R} = {y(—3, 1,2) eR? | z € R} = Vect((—3,1,2)).

Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel de E et ((—3,1,2)) est une famille génératrice
de F.

2. L’ensemble F' est décrit par une équation.

On écrit les conditions sous lesquelles un vecteur appartient & F' sous forme d’un
systéme.

Soit (Z Z) € My(R). Alors

(& b>€F<:>a:2c
c d

Ainsi :
2c b
F:{<C d)eMg(RHbeR,ceR,deR}
2 0 0 1 00
:{c<1 0)+b(0 0)+d<0 1>€M2(R)|beR,ceR,deR}
20 01 0 0
= ()0 o) 0 9))

. . 20 0 1 0 0
Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel de F et ((1 0) , (0 0) , (0 1)) est une

famille génératrice de F.
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3. L’ensemble F' est donné sous forme paramétrique.
F={(a+c)x+ (2ax + b)a* — c2®, (a,b,c) € R*}
= {a(x + 22°) + ba* + c(x — 2?), (a,b,c) € R?}
= Vect(z + 22°, 2%, & — 27)
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E et (z 4 22° 2 2 — 2*) est une famille
génératrice de F'.
4. I’ensemble F' est décrit par un systéme d’équations.
On écrit les conditions sous lesquelles un vecteur appartient & F' sous forme d’un
systéme.
Soit P = az® + bz + ¢ € Ry[z]. Alors

PeF«<=P(l)=P2)<a+b+c=4a+2b+c<=b=—3a.
Ainsi
F={az*—3ax+c|a€R, ceR}
={a(z® —3z)+c|a€R, ceR}
= Vect(2® — 3z, 1).

Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E et (z? —3x,1) est une famille génératrice
de F.

Correction de I’exercice 5. Soit (u,) une telle suite. Elle vérifie donc une relation de
récurrence linéaire d’ordre 2 dont 1’équation caractéristique est :

22 —2x4+1=0.

I’équation caractéristique n’a qu’une seule solution : 1.
Donc les éléments de 'ensemble en question sont les suites pour lesquelles il existe A, u € R
tels que :

VneN, u,=A+nu) x1"=X+npu.

Il s’agit donc de
Vect(u, v)
ot u= (1), et v=(n),
Correction de I’exercice 6. Montrer que I’ensemble des solutions & valeurs réelles de
I’équation suivante est un sev de C*(R;R) et en donner une famille génératrice.

Ve e R, ¢ (z) — 2y (z) + 2y(z) = 0.

Soit y une telle fonction. Elle vérifie donc une équation différentielle d’ordre 2 homogéne
a coefficients constants dont ’équation caractéristique est :

2 —2x+2=0.

Le discriminant de cette équation est : A =4 — 4 x 2 = —4.
Ses racines sont donc 1417 et 1 — 4.
Donc les éléments de I'ensemble en question sont les fonctions pour lesquelles il existe
A i € R tels que :
Vt e R, y(t)=e"(Acos(t) + psin(t)).
Il s’agit donc de
Vect(t — e cos(t),t — e'sin(t)).
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Correction de I’exercice 7. On procéde par double inclusion.
— Montrons que Vect(ﬁ,?) C Vect(?,?). Pour cela, d’aprés la proposition 6, il
suffit de montrer que @ et ¥ appartiennent a Vect(?7 ?), ¢est-a-dire que U et
o sont combinaisons linéaires de 8 et de ¢ .
On voit facilement que :

— o
U=F+1 et U=7F+2¢.

Ainsi @ et ¥ appartiennent & Vect(s, t'). Donc :

Vect(, ) C Veet(3, 7).

— De méme, montrons que Vect(?, ?) C Vect(ﬁ, 7) Pour cela, d’aprés la propo-
sition 6, il suffit de montrer que § et 7 appartiennent a Vect(ﬁ, 7), c’est-a-dire
que S et ? sont combinaisons linéaires de o et de ¥'.

On voit facilement que :

T=20 -7 et {=7-1.
Ainsi 3 et ¢ appartiennent & Vect(ﬁ, 7) Dong :
Vect(F, ) € Veet(T, 7).
7

Ainsi : Vect(, 7) = Vect(F, t).

2 Familles de vecteurs

2.1 Familles génératrices

Correction de I’exercice 8. 1. Soit (7,5, 2) € R®.

(x,y,2) € Vect(F)
= 300, Aoy Ag) € R? (2,4, 2) = M1, —1,2) + Aa(2,1, —1) + Ag(—1, —5,8)

)\1 + 2)\2 — )\3 = X
<:>E|()\1,)\2,)\3)€R3 A+ Ay — B3 = Yy
2)\1 - /\2 + 8)\3 = Z
/\1 + 2)\2 - )\3 == x
— I\, Ao, \3) €R? 3% — 63 = x4y LL?:LL2_+2%
— 5\ 4+ 10\3 = z—2z 3 3 !
/\1 + 2)\2 — )\3 = xZ
r+y
e 31, Mo, \g) € R A = 24 = 3
20— z
)\2 - 2)\3 - 5
r+y 2or-—z
3 5
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Donc, par exemple le vecteur (0,0, 1) n’appartient pas a Vect(F) car

0+0 ,2x0-1
3 7 > '

Ainsi, F n’est pas génératrice de R3.

2. Soit (ag, ai,as) € R®. Montrons que le systéme
ap+ a1 X 4+ aaX? = M (X2 +2X) + (X2 + X +1) + A3(X +2)
d’inconnues A\, Ao, A3 posséde des solutions.

MXPH2X) + (X2 + X + 1)+ X3(X +2) =ag + a1 X + a X?
= Ao 4203+ 2A1 + Ao+ A3)X + (A + X)X =ap + a1 X + ap X7
)\2 + 2/\3 = Qo

<— 20 + A+ )\3 =
)\1 + )\2 = Qa9
)\2 + 2A3 = Qo
S X+ A3 = a1 — 2a9
Al = ag— A
3)\2 = Qg — 2(@1 — 2&2)
=0 A3 = a— 20+ N
)\1 = a9 — )\2
Ay =
< A3 =
A =

Ainsi pour tout (ag, a1, az) € R?® le systéme
ap+ a1 X + apX? = M (X2 +2X) + (X2 + X +1) + A3(X +2)

d’inconnues Aq, Ay, A3 posséde des solutions. La famille est donc génératrice.
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3. Soit (i ZL{) € My(R).

(Z i) € Vect(F)

s e\ (12 0 1 11

+ )\3 = X
3 2/\1 — /\2 + )\3 = Yy
L )\1 + 2>\2 + >\3 =t
)\1 + )\3 = x
X — A = y—2m Ly < Ly —2L
3 2 3 Yy 2 2 1
<~ El()\l,/\27/\3> € R 3 )\2 + )\3 — z L4 <— L4 — Ll
\ 2/\2 = t—=x
( A1 + )\3 = z
A+ A3 = 20—y
3 2 3
— El()\17)\27)\3) eR ) /\2 + A3 = z
2)\2 = t—x

= 2r—-—y==z

Donc par exemple, la matrice n’appartient pas a Vect(F). La famille F

10
n’est donc pas génératrice de My (R).

4. Supposons que (5"),en appartienne a Vect(F). Alors il existe des réels A\, Ay et A3
tels que :
Vn € N, 5 = )\12n+)\23n+)\34n

Donc, en divisant par 5" :

2\" 3\" 4\"
Vn € N, 1:)\1(3) —|—)\2(g) +>\3<g> .

En passant a la limite dans cet égalité, on obtient :
1=0.

Ceci est une contradiction. Ainsi (5"),en n’appartient pas a Vect(F). En particulier
F n’est pas génératrice de RY.

Correction de ’exercice 9. Soit F' un élément de R3[X].

1. Le polynoéme F(X + 1) est degré inférieur ou égal a4 3 (par degré d’un composé) et
dong, il existe Ag,..., A3 € R tels que

F(X + 1) - )\0 + )\1X + )\2X2 + )\3X3.

Cela signifie que
F=XFo+ MNP+ XoPy+ A\3Ps.

2. — En substituant 1 & X dans la formule précédente, on a A\g = F'(1);
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— En dérivant cette formule puis en substituant 1 & X dans la formule obtenue,
ona\ = F'(1);

— En dérivant encore la formule précédemment puis en substituant 1 a X dans
la formule obtenue, on a 2\; = F"(1);

— Enfin, en dérivant encore la formule précédemment puis en substituant 1 4 X
dans la formule obtenue, on a 6A3 = F©®)(1);

On a done :

1 1
F=FQ1).Py+ F'(1).P, + 5.F”(1).P2 + 6.F<3>(1).Pg

=F()+ F(1)(X —1)+ %F”(l)(X —1)%+ %F(S)(l)(X —1)%.

On reconnait la formule de Taylor.
3. On a donc Vect(Py, Py, P3) = R3[X] :
— DBy, ..., Py € R3[X] et donc Vect(Py, Py, P3) C R3[X];
— on vient de voir que R3[X] C Vect(Py, Py, Ps).
La famille (Fy, ..., P3) est génératrice de R3[X].

2.2 Familles libres

Correction de I’exercice 10. 1. Soit (A1, Ay, A3) € R,

A(L, —1,2) + As(2,1, —1) + As(—1, =5,8) = (0,0,0)

)\1 -+ 2)\2 - )\3 - O
< —)\1 + )\2 — 5)\3 =0
2)\1 - /\2 + 8)\3 - 0
)\1 + 2)\2 — )\3 = O
< 3l — 6A3 = 0 Lo+ Lo+ L4
2/\1 - /\2 + 8)\3 = O
Ay = 2)3
< M+ 3\ = 0 Ly < Ly
2\1 + 6X3 = 0
Ne = 2\
‘:’{ Moo= =3\

En prenant A3 = 1, \; = —3 et Ay = 2, on voit que
A1, —=1,2) + A2(2,1,—1) + A3(—1,—5,8) = (0,0,0).

Donc F est liée.
2. Soit ()\1, )\2, )\3) € R?’.
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MXCH2X) + X2+ X+ 1)+ A3(X +2)=0
<— Ay + 2)\3 + (2)\1 + Ao + )\3)X + ()\1 + )\2)X2 =0

—

]

!

[

2)\
A1

A

|
|
|

Ainsi, la famille est libre.

3. Soit ()\1, )\2, )\3) S R3.

1 2
Al(0 1

W

A2

+ A

+ Ao
+ 23
+ A3

+ 23
+ A3

0 -1 11
)yl ) (i
A + A3 =
2)\1 — )\2 + )\5 —
Ao+ Ny =
L )\1 + 2)\2 + )\3 ==
(M + A3 =
2)\1 - >\2 + )\3 ==
o + N =
\ 2\, =
)\1 - 0
)\3 — 0
A = 0

La famille est donc libre.

4. Soit ()\1, )\2, )\3) € RS

DO OO OO OO —rA

0
0
0

VRN

o O
o O

N—

L4(—L4—L1
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A (2")nen + A2 (3" )nen + A3(4" ) nen = (0)nen
<= VYneN >\I2n+>\23n+)\34n =0

)\1 + )\2 + )\3 =0 (n = 0)
/\1 + )\2 + /\3 - O
— A+ 2\ =0
5o + 123 = 0
/\1 + /\2 + /\3 = 0
— + )\2 = —2)\3
—10As + 12X\3 = 0
)\1 = 0
— A = 0
)\3 - O
Donc F est une famille libre.
Correction de I’exercice 11. Soit (A, ..., \,) € R™"! tels que

> Nefe=Xofot -+ Aufa = 0.
k=0
Alors, pour tout z € R, on a
D e = " Nefilx) = Aofo(x) + - 4 Anfalz) =0
k=0 k=0

On cherche a montrer que nécessairement, (Ao, ..., A,) = (0,...,0). Supposons par 1'ab-
surde que (Mg, ..., A\,) # (0,...,0) et considérons ng le plus petit entier de {0,...,n} tel
que A\, # 0. Ainsi, pour tout k < ng, Ay = 0. On a, pour tout v € R :

n n
Z e ke = Z \ee ¥ car, pour tout k < ng, Ay =0
k=0

k=ngo

— o Z /\ke(no—k)z

k=ng

. (Am Py /\ke(”o‘k)”') |

k=no+1

n
Comme, pour tout x € R, Z M€ ¥ =0, on en déduit que, pour tout z € R,
k=0

e "or <)\n0 + Z )\ke(no—k):p> = 0.

k=no+1

10
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Or , pour tout x € R, e7"°* £ 0, on obtient :

Vo R, A+ > Ape0THT =0,
k=ng+1

De plus, pour k > ng+1, ng—k < 0 donc lim e~k

= 0. Donc, en passant a la limite
T—r+00

dans I’égalité ci-dessus on trouve :

T (no—k)z | _ i (no—k)z _
o<t (e 3 ) s S e,

k=no+1 k=no+1
Cela est absurde car, par définition de ng, A\, # 0. Ainsi, notre supposition est fausse et
donc (Mg, ..., \n) =(0,...,0).

On a montré que

V(Ao - -, An) € R, ZAkfk_o;sAo =\, =0.
k=0

La famille (fo, ..., f,) est donc libre.
Correction de ’exercice 12. Soit E l'espace vectoriel des applications de | — 1, 1] dans

R.
Soit fi et fo définies sur | — 1, 1] par :

Ve el - 1,1, fi(z) =

1. Soit (\,u) € R% On a:
A Iz

fi+pfe 0<:)\V/ZL‘E] ) [ $—1+I+1 0
AMzr+1) 4+ p(x—1)
-1,1 =
—Vre]-1,1] CERICE 0
A A —
@:de—l@[( = )w o
(x—=1)(z+1)
Vel -1,1] A+pr+A—p=0
S A+tp=A—pu=0
= A=pu=0.
Ainsi (f1, fo) est libre.
2. D’aprés les calculs ci-dessus, on a pour tout A, i) € R? :
A p)r+ A —
Ve €] - L1 M) + pfa(a) = CTEEEAZR
1 1
Donc en prenant A+ p=0et A — =1 c’est- a—dlre)\—§ p=-3 on a:
1
v E]_171[7 /\f1($)+/lf2($):x2_1

Donc x — — . appartient a Vect(f1, f2).
x —

11
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2.3 Bases

Correction de D’exercice 13.

1. e Montrons que B est génératrice de R®. On note e; = (3,1,3) , e3 = (2,2,1) et
es = (4,3,2). Soit (z,y,2) € R* et (A1, Ao, A3) €R?; on a

(x,y,2) = Mer + Agea + Ases

A+ 2N 4+ 4N =
< /\1 + 2)\2 + 3)\3 =
3\ + A 4+ 2\ =
3)\1 + 2)\2 —f- 4/\3 = T
<~ —2)\1 — )\3 = yYy—x (L2 < L2 — L1>
3)\1 + )\2 + 2)\3 = z
3)\1 + 2)\2 + 4)\3 = T
e —2)\1 — )\3 = y—x (L3 <— 2L3 — L1>
3\ = 22—z
( /\2 _ xr — 3A21 - 4)\3
< A3 = r—Yy— A1
2z —x
A =
(! 3
e iy
Ne =
Dy —
< /\3 = r—1y— 23 v
22 —x
A =
\ 3
( —T7x + 6y + 5z
)\2 - 33
= N\ = w
2z —x
P —
(™ 3

Ainsi, pour tout (z,v,2) € R?, (z,y, 2) est combinaison linéaire de ey, e, et es.

Plus précisément, on a

22 —«x

—T7z 4 6y + 5z

or — 3y — 4z

(l’7y, Z) = 3 c €1

3

€9 €3.

3

La famille B est donc une famille génératrice de R3.

e Montrons que la famille B est libre. Soit (A1, A2, \3) € R®. En appliquant les
calculs précédents avec (x,y,z) = (0,0,0) on voit que

(O, 0, 0) = \ie1 + Aaes + Aze3 <—

Ainsi la famille B est libre.

—7><O+6><O+5><0_

0
5x0—3§0—4x0_0
2X8_0—0
3 —

12
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e La famille B est libre et génératrice de R?, ¢’est donc une base ' de R, De plus,
d’aprés le premier point, on sait que les coordonnées d’un vecteur (x,y, z) dans
cette base sont :

(22—:13 —Tx + 6y + 5z 5x—3y—4z)

3 3 ’ 3
- ) 1 5
En particulier, les coordonnées de u dans cette base sont (—g, —3 §>
2. e Montrons que B est génératrice de R?. Soit (z,y,2) € R* on a :

(x,y,2) =y(0,1,0) + 2(0,0,1) + z(1,0,0).

La famille est donc génératrice de R3.
e Montrons que la famille B est libre. Soit (A1, Ay, A3) € R%. On a

A1(0,1,0) + A2(0,0,1) + A3(1,0,0) = (0,0,0) <=> A, = Ay = A3 = 0.

La famille est donc libre.

e La famille B est libre et génératrice de R?, ¢’est donc une base de R3. De plus,
d’aprés le premier point, on sait que les coordonnées d’un vecteur (z,y, z) dans
cette base sont (y, z,z). En particulier, les coordonnées de u dans cette base
sont (2,1, 3).

3. e Montrons que B est génératrice de Ry[X]. Soit P = ag + a1 X + a; X € Ry[X]
et (A1, A2, \3) €ER?; on a :

P=XM+0X—-1)+XX -1 P=X\ -+ A3+ (A — 203) X + A3 X?

)\1 - )\2 + )\3 = Qg
e Ay — 2)\3 = a
Az = ay
Al = ap+a;+as
<~ Ay = ay + 2as
A3 = )

Ainsi, pour tout P = ag+ a1 X + a, X2 € R, [X], P est combinaison linéaire de
1, X —1et (X —1)%; plus précisément :

a0+a1X+a2X2:(a0+a1+a2)~1—|—(a1—|—2a2)~(X—1)+a2~(X—1)2.

e La famille B est une famille échelonnée formée de vecteurs non nuls donc elle
est libre.

e La famille B est libre et génératrice de Ro[X], c’est donc une base de Ry[X].
De plus, d’apres le premier point, on sait que les coordonnées d’un polynome
P = ag + a1 X + axX? dans cette base sont (ap + a1 + az,a; + 2as,az). En
particulier, les coordonnées de u dans cette base sont (3,3, 1).

1. On peut aussi montrer que B est libre et que Card(B) = 3 = dim(R?). La méme remarque vaut
pour les questions suivantes.

13
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4. e Montrons que B est génératrice de Ms(R). Soit (ﬁ y) € My(R) et (A1, A2, A3, \g) €

t
R*:on a:
T oy\ 1 1 1 0 1 -1 0 1
(z t)—)q(o 1)+/\2(1 1 + A3 1 -1 + A\ 10
(A o+ A 4+ N =
Al - X3+ M=y
<
A+ A3 + N = 2z
\)\1 + A = A3 =t
/\1 + )\2 + /\3 = A
— )\2 — 2)\3 + )\4 = yYy—x LQ(—LQ—Ll
— Mo o As A+ No= 2
L — 2)\3 = t—=x L4%L4—L1
’)\1 + )\2 + )\3 = T
— /\2 — 2)\3 —+ )\4 = y—x
— — /\3 + 2)\4 = z+y—x Lg(—L3+L2
L — 2/\3 = t—x
( /\1 = I—/\Q—/\g
/\2 = $—y—2)\3+/\4
= 2N = zty—a4 A3
\ - x—t
\ 3 2
( 342y —2z—1t
A = 1
\ —x —2y+ 2z + 3t
2 pr—
4
A \ 2242y —x—1t
4 pr—
. = xét
\ 3 2

Ainsi, pour tout (j Zé) € My(R), (Z: :g) est combinaison linéaire des élé-

ments de B.

La famille B est donc une famille génératrice de My (R).
e Montrons que la famille B est libre. Soit (A;, A2, A3, A4) € R*. En appliquant

- r y\ (00 .
les calculs précédents avec (Z t) = (0 0) on voit que

0 0 11 10 1 -1 0 1
(0 0) =20 1) (0 1)+ i 2+ (i o)
<:;>)\1:A2:/\3:/\4:O

Ainsi la famille B est libre.

e La famille B est libre et génératrice de Mz (R), ¢’est donc une base de My(R).
De plus, d’aprés le premier point, on sait que les coordonnées d’'un vecteur
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<"§ Zt/) dans cette base sont :

3x+2y—2z—t —x—2y+224+3t r—1t 2242y —xz—1t
4 ’ 4 T2 4 '

11 1
En particulier, les coordonnées de u dans cette base sont (5, 2 0, —5)

Correction de I’exercice 14.
1. Soit F={(z+y,y+2) | z,y,2€ R}. On a

F={(z+y,y+2)|2,y,2€R}={x(1,0)+y(1,1) +2(0,1) | z,y,2 € R}
1)

= Vect((1,0), (1,1), (0,
= Vect((1,0), (0, 1))

car (1,1) = (1,0) 4 (0,1). Donc ((1,0),(0,1)) est une famille génératrice de F. De
plus la famille ((1,0),(0,1)) est formée de deux vecteurs non colinéaires donc elle
est libre.

C’est donc une base de {(z +y,y + 2) | x,y,2 € R}.

2. PosonsF:{(x,y,z,t)€R4\Qx—l—y—t:() et y:t}.Soit(x,y,z,t)€R4.On
a:

)

(x,y,z,t) EF<=20+y—t=0 et y=t<—=zx=0 et y=t.
Ainsi :
F=H{(0,y,2,y) ; y,z € R} = Vect((0,1,0,1),(0,0,1,0)).

La famille ((0,1,0,1),(0,0,1,0)) est donc génératrice de F.
Elle est formée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.
Ainsi c¢’est une base de F'.
3. Notons F' = {P € R3[X] | P(0) = P'(1)}. Soit P = ap+a; X +as X +az X *inRs[X].
On a :
P(0)=ap et P'(1)=aj+ 2as + 3as

donc :

PeF << ay= a1+ 2as + 3as
<= P =a; +2ay +3a3 + a1 X + a X? + a3 X*?
= P=a;(1+X)+ a2+ X?) +a3(3+ X?
= P € Vect(1 + X,2+ X? 3+ X?).

Donc F = Vect(1 + X,2 + X2, 3 + X?) et la famille (1 + X,2 + X2 3 4+ X?) est
génératrice de F.

Il s’agit d’une famille échelonnée de polyndémes non nuls donc elle est libre.

Ainsi (14 X,2+ X?,3+ X?°) est une base de F.
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4. Notons F = {(a+ ¢)X + (2aX +b)X*> — cX? | (a,b,c) € R*}.
On a:
F={(a+)X+ (2aX +b)X*—cX?| (a,b,c) € R’}
={a(X +2X%) + <X +bX* + (X — X?) | (a,b,¢c) € R}
= Vect(X +2X372 X — X?).
La famille (X +2X?? X — X?) est donc génératrice de F.
Etudions sa liberté : soit a,b,c € R. On a

a(X +2X*) +eX +bX? + (X — X?) =0

a+c = 0
<={ b—c = 0 (en identifiant les coefficients en X, X? X?)
20 = 0
c =0
=4 b =0
a = 0

Donc la famille est aussi libre.
Ainsi (X +2X°7?, X — X?) est une base de F.

oo a a+b 0
5. SOltF_{(2a+b b 3a+2b)|a’bER}'

Y 1) )
SNCRE PR
(2904 )

. . 1 10 0 1 0 . R
Ainsi, la famille <(2 0 3) , (1 1 2)) est une famille génératrice de F.

Elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.

oy 110 0 1 0
A1n81((2 0 3),(1 1 2)) est une base de F.

6. Notons F' = {((Cl b) € My(R )]a+b:c+d}.Alors:

F

) (R)ya:—b+c+d}

(
( b+c+d
(o

Z) € My(R) ; (b,c.d) € R3}

) (C 8)*(3 2) € Ma(R) ; (b,c,d)eRS}
( ) G 8)”(3 ?)GMQGR); <b,c,d>6R3}
(5 0) (306 1)

{
{
{
v
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. -1 1 10 10 . . .
La famille (( 0 0) , (1 0) , (O 1)) est donc une famille génératrice de F.

Soit (A1, A2, A3) € R3. Alors :

11 10 10 00
Al(o 0)+A2(1 0)+A3(0 1):<o o)

—A1 + A+ A3 0
— A 0
/\2 = 0
/\3 - 0
/\1 - 0
<~ A = 0
Ag = 0

. -1 1 10 10 .
La famille (( 0 0) , (1 0) , (O 1)) est libre.

C’est une famille libre et génératrice de F' donc une base de F'.

Correction de ’exercice 15. Soitn > 2et H = {(zy,...,2,) € R" | 2y + -+ + 2, = 0}.
1. (a) H est un sous-ensemble de R" non vide car (0,...,0) € H.

(b) Montrons que H est stable par combinaison linéaire. Soient x = (z1,...,x,),
y=(y1,-..,yn) deux éléments de H et A € R et montrons que x + \y € H.

On sait que 1+ -4+ 2z, =0carx € Het y1 +---+vy, =0 car y € H. Par
conséquent,

(1 4+An) + -+ @+ Ayn) =21+ + 2+ N1+ + Yn)
=0.
Ainsi x + \y € H.
Cela montre que pour tout x,y € H, pour tout A € R, x + \y € H. Ainsi H
est stable par combinaison linéaire.

(c) D’apres la caractérisation des sous-espaces vectoriels, on en conclut que H est
un sous-espace vectoriel de R".

2. Pour ¢t =2,...,n, on note f; = e; —e;.
(a) Pour tout i € {2,...,n}, f; = (1,0,...,0,—1,0,...,0) oit le —1 est un ™
position. Comme
1404 40—1+40---4+0=0
alors f; € H pour tout i € {2,...,n}.
(b) Montrons que (fa, ..., fa) est libre. Soit (Ay,...,\,) € R"*

Z)\kfk =0 Z/\k(el —ek) =0
k=2 k=2

VR
=
>

=
~_
Qo
|
3
>
=
o
=
I
o

<— (Z)\k> =X =---=X,=0 car (e,...,e,) est libre

Ainsi, la famille (fs, ..., f,) est libre.
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(¢) Montrons que (fs,..., fn) est génératrice de H.
n
Soit x = (x1,...,2,) € H alors x1 + -+ + x, = 0 c’est-a-dire x; = —ZZL’Z‘.
i=2

On en déduit :

n n
T = E xie; = r1e1 + E €T;€;
i=1 i=2
n n
= |- E Zi | e+ g Ti€;
=2 =2
n n
= — E xT;€; -+ E xX;e;
i=2 i=2

n

= Zl'i(ei - 61)

=2
n

= (_xi)fi~

=2

Donc la famille (fs, ..., f,) est bien génératrice de H.

Par ce qui précéde, la famille (fs,. .., f,) est donc une base de H.
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