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Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — TD6
DIMENSION
Correction de I’exercice 1. 1. On montre comme dans le TD précédent que B est

libre (ou génératrice).
Cest une famille libre de R?, de cardinal 3. Comme dim(R?®) = 3, c’est donc une
base de R®.

. On montre comme dans le TD précédent que B est libre (ou génératrice).

C’est une famille libre de R®, de cardinal 3. Comme dim(R®) = 3, c’est donc une
base de R,

La famille B est une famille de polynémes non nuls de degrés échelonnés; elle est
donc libre.

C’est une famille libre de Ro[X], de cardinal 3. Comme dim(Ry[X]) = 3, ¢’est donc
une base de Ry[X].

On montre comme dans le TD précédent que B est libre (ou génératrice).

C’est une famille libre de M3(R), de cardinal 4. Comme dim(Mz(R)) = 4, c’est
donc une base de My(R).

Correction de ’exercice 2. Montrons que la famille

(o) o) G2 (5)

est libre.
Soit A1, ..., \s des scalaires. On a :

1
v (o

At — A
1 “1 1 0 -1 0 0\ (00 “Ar A — Ay
0)+A2<1 0)+A3<1 —1)+A4(—1 1)_(0 0)‘:) Ao+ As — Mg
A3+ M\
(M- Xd =0
s =0
< M tds—A = 0 (LQ%LQ—i‘Ll)
L —A3 + Mg = 0
(M =0
e M =0
)\2 == O
A4 - O

La famille est donc libre.

Cest

une famille libre de M5 (K) composée de 4 vecteurs et dim(My(K)) = 4; ¢’est donc

une base de My (K).

Correction de I’exercice 3. Soit £ = C™(R,R). On pose :

0

re€R—® ; grzeRe—ecos(zV3) ; g3:x€R— e Tsin(zV3).

o O O O
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Déterminer une base de F' = Vect(g1, g2, 93)-
On sait déja que (g1, g2, g3) est un famille génératrice de F.
Etudions sa liberté. Soit (A, Ao, A3) € R®. On a les équivalences suivantes :

Mg+ XAogo + X393 = 0p <= Vz € R, Me* + hpe™® cos(x\/g) + Aze”” sin(x\/g) =0
= VreR, M+ e ¥ cos(zV3) + \se > sin(zv/3) = 0.

Or, d’aprés le théoréme des gendarmes, on voit que

lim e cos(zv3) = lim e *sin(zv/3) = 0.

T—>+00 T—-+00

On en déduit donc, en faisant tendre x vers +o0o dans 1’égalité précédente :

AMg1+ A2go + X393 = 0p = ()q =0 et Ve eR, e cos(x\/g) + \ge 3 sin(a:\/g) = O) )

. L ™ .
Puis en considérant z = 0 et x+ = —— on obtient :

2v/3
)\191 -+ )\292 -+ )\3g3 = OE —— )\1 =0 et)\2 = )\3 = 0.

La famille est donc libre.
La famille (g1, g2, g3) est libre et génératrice de F' donc c¢’est une base de F.
En particulier F' est de dimension 3.

Correction de I’exercice 4. Dans £ = M3(R), on note A3(R) I'ensemble des matrices
antisymeétriques et S3(R) Pensemble des matrices symétriques.

a b c
1. Soit A= |d e f| €FE. Alors:
g h i
(o = —a (a = 0
b = —d b = —d
Ac AR =t A=-Ae={ ¢ 7 79 = ¢ 7 79
e = —e e = 0
;o= —h ;o= —h
i = — i = 0
Donc
0 b ¢
A3(R) = -b 0 f ; be,feER
—c —f 0
0 10 0 01 0 0 0
=q¢b|{-1 0 0 4+c{ O O0O0|+f[0 0 1 ;o b, feR
0 00 -1 0 0 0 -1 0
0 10 0 01 0 0 0
= Vect -1 00),{0 O0O0Of,10 O 1
0 00 -1 0 0 0 -1 0
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0 10 0 01 0 0 0
La famille -1 00,10 O0O0],10 0 1 est une famille génératrice
0 00 -1 0 0 0 -1 0
de Ag(R)
Etudions sa liberté. Soit b, ¢, f € R3. On a :
0 10 0 01 0 0 0 0 b ¢
b{—-1 0 O 4+c|{ O O O0|+f[0 0 1|=0g<=|[|-b 0 f[f]=0g
0 00 -1 0 0 0 -1 0 —c —f 0

La famille est donc libre.
C’est une famille libre et génératrice de A3(R) donc

0 10 0 01 0 0 O
-1 00,10 O0O0],{0 0 1
0 00 -1 0 0 0 -1 0
est une base de A3(R).
En particulier dim (A3(R)) = 3.
a b c
.Soit A=|d e f]| €E.Alors:
g h 1
(& = a
b = d
AeSR)«—="'A=A = zig
[ =h
i =
Donc
a b c
SS(R): b@f ,b,C,fER
c f 1
010 0 01 0 00 1 00 0 00 0
—vVeet [ {1 0 0], {00 0], {00 1],{0o00].[0o1 0], [0
0 00 100 010 000 0 00 0
La famille
010 0 01 0 00 1 00 0 00 000
100,100 01,10 0 1,10 0 O},{0 1T O},{0 O O
0 0 O 1 00 010 0 00 0 00 0 01

est une famille génératrice de S3(R).

o O O

_ o O
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Etudions sa liberté. Soit a,e,i,b,¢, f € R3. On a :

010 00 1 000 1 00 000 000
b{1 0 O +c{O O O)+f10 O 1J+a|l0O O O)+e|0O 1 O)+2]0 0 0| =0g
000 1 00 010 000 000 001
a b c
b e f
c f 1
‘1:>a—7:— — = == =
La famille est donc libre.
C’est une famille libre et génératrice de S3(R) donc
010 001 0 00 1 00 0 00 000
100,10 00},{O0OO0T1],{0 0 O0O),10 1 OJ,{0 O O
0 00 1 00 010 000 0 00 001
est une base de S3(R).
En particulier dim (S5(R)) = 6.
Correction de ’exercice 5 (Polynémes interpolateurs de Lagrange). Soient zo, .. ., 2,

(n € N*) des nombres complexes distincts. Pour tout j € [0,n] on pose :
n

X—Zk
Zi — X
k=0 <1 <k

1. Soient j € [0,n] et k € [0, n].
Si k # j alors dans le produit définissant L; le k-iéme terme s’annule en zj; donc :
Lj (Zk) =0.

Sik=jalors: Lj(z) =[]
k=1
ki

Zj—Zkzl

= Zj — Rk

2. Soit P € C,,[X]. Si on pose

n

Q=) P(z)L; € Vect(Ly, ..., Ly)

=0

alors on remarque avec la question précédente que pour tout k € [0,n] :

D=2 P ZP 2)L;(2k) + P(Z) Li(2) = 0+ P(2) x 1 = P(2).
= J#k
Ainsi le polynome P — @) est de degré au plus n (car P et les L, le sont) et posséde

(n + 1) racines (& savoir 2, ..., 2,). C’est donc le polynome nul et ainsi :

P=Q=> P(z)L; € Vect(Ly, ..., Ly).

J=0
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Cela montre que C,,[X] C Vect(Lo, ..., Ly).
L’inclusion réciproque est évidente car les L; sont de degré au plus n. Donc :

C,[X] C Vect(Ly, ..., Ly,).

Ainsi (L;)eq1,n) est une famille génératrice de C,[X].
3. C’est une famille génératrice de C,,[X] de (n + 1) vecteurs et dim(C,[X]) =n + 1.
Par conséquent, c¢’est une base de C,[X].

La question précédent montre que les coordonnées d’'un polynéme P € C,[X] dans
cette base sont (P(z),...,P(z,)).

Correction de ’exercice 6. Dans R?*, on considére les vecteurs :
vy =(1,-1,2,0) ; v5=(0,2,1,1): vs = (1,1,3,1) ; vy = (2,0,5,1).

1. Soit (a,b,c,d) € R*. On a les équivalence suivantes :

(

a+c+2d =
—a+2b+c =
20 +b+3c+5d =
b+c+d =

a+c+2d =
2b+42c+2d =
b+c+d =
| O0tc+d =

— a = —c—2d
b = —c—d

avy + bvg + cvs + dvy = Opa <—

o O OO

(LQ <— L2 + Ll)
(Lg <— L3 — 2L1)

o O OO

En prenant par exemple a = —1, b = —1, c =1 et d = 0 on obtient :
—v1 — Vg + v3 = Opa.

La famille F = (vq, vg, v3,v4) est liée.

2. D’apreés ce qui précéde, on a : v; = v3 — vy donc :
E = Vect(vg, v3,vy).
On a aussi en prenant c=—-2,d=1,a=0et b=1":
Vg — 203 + vy = Opa
donc : vy = 2v3 — v4. On en déduit alors :
E = Vect(vq, v3,v4) = Vect(vs, vyg).

Enfin les vecteurs vy et v n’étant pas colinéaires, la famille (v3,v,) est libre.
Donc finalement (vs,v4) est une base de E' = Vect(F) et E est de dimension 2.

Correction de I’exercice 7. Dans Ry[X] on considére la famille :

F=01+X+X*1X+X?X?).
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1. Soit P = ag + a1 X + ax X? € Ry[X] et soit (A1, Ag, Az, A\y) € R*. On a

)\14')\2 = Qq
P=XM1+X+X)+ X+ (X +X?) + X% = M+ =
)\1—1-)\3—'—)\4 = a9

)\2 = a0—>\1

< )\3 = al_)\l

A = ap—a

En particulier, en prenant A\; =0 on a :
P =ap+ a1 (X + X?) + (az — a;) X? € Vect(F).
Donc Ro[X] C Vect(F). L'inclusion réciproque étant facile, on a bien :
Ry [X] = Vect(F).

La famille F est donc génératrice de Ry[X].

2. La famille n’est pas libre car elle contient quatre vecteurs et dim(Ry[X]) = 3.
On remarque que 1 +X + X% =1+ (X + X?) donc :

Ry[X] = Vect(1, X + X%, X?).

La famille (1, X + X2, X?) est encore génératrice de Ry[X]. Cette fois, elle est de
cardinal 3 et dim(Ry[X]) = 3.

Donc (1, X + X2, X?) une base de Ry[X].

Correction de ’exercice 8.

1. I s’agit d’une famille de deux vecteurs non colinéaires; elle est donc libre.
Pour compléter en une base, il suffit d’ajouter a la famille un troisiéme vecteur
vg ¢ Vect(vy, vy) @ la famille (vq, v9, v3) sera alors encore libre et donc une base pour
une raison de dimension.
On peut procéder par tatonnement et voir que (1,0,0) ¢ Vect(vy,ve) puis que
(v1,v9,(1,0,0)) est bien libre.
Sinon, on peut caractériser Vect(vy, vy) par un systéme d’équation. Il sera alors facile
de trouver un vecteur n'y appartenant pas. Soit (x,y) € R? et A\;, A € R. On a, par
pivot de Gauss :

Al—X =1 M=) = x
(#,9) = v + vy &= ¢ =2\ 420 = y = 0 = y+2u
/\1+>\2 = Z /\1—|—)\2 = z

Ainsi équation (x,y) = Ajv; + A\vy d’'inconnues Aj, Ay admet une solution si et
seulement si y + 2x = 0. D’ou :

Vect(vy,v2) = {(z,y) € R* | y + 22 = 0}.

Il est alors facile de trouver un vecteur n’appartenant pas & Vect(vy, v2) pour com-
pléter en une base.
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2. Soit (a,b,c¢) €R*. On a :

a-+c =0
aM; + bM, + cM; = (8 8) — 21’@1220[) .
| 3a+3b+3¢ = 0
(¢ = 0
= =0 ]
[ b = 0 (Lo gLd—Ly)

La famille (M;, My, Mj3) est donc libre.

Pour compléter en une base, il suffit d’ajouter a la famille un quatriéme vecteur
M, ¢ Vect(M,, My, M3) : la famille (M, My, M3, My) sera alors encore libre et donc
une base pour une raison de dimension.

On peut procéder comme a la question précédente : soit (i ?) € Feta,b, cdes

scalaires. Alors, on a :

a—+c =
x b+ 2c =
CLM1+bM2+CM3:(Z ?z)<:> 2 -+ 2b _ Z
k3&—1—3b+30 =
([ a+c = x
— b+2c = Y
2b—2¢ = z-—2x (L3—>L3—2L1)
L 3b = t—3z (L4—>L4—3L1)
(a+c = T
— b+ 2c = Y
. 30 = t— 3z
((a+c = x
b+ 2c = Y
= 3b = z—-2z+y
L 0 = t—I—Z—y (L4—>L4—L3)

Y

On en déduit que ’équation a My +bMs+cMs = (i y

) d’inconnues (a, b, ¢) posséde
des solutions si et seulement sit =z +y + 2 :

Vect(Ml,MQ,M?,):{(”;j ‘Z) €E|t:x+y+z}.

00
01
libre donc une base de Ms(R) car de cardinal 4 dans un espace vectoriel de dimension
4.

Donc My = < ¢ Vect(My, My, M3) et la famille (M, My, M3, My) est donc
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3. Soit
P=1-X+X*-X> ; Q=1+X+X*>+X5
La famille (P, Q) est formée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.
Cette fois, pour obtenir un base de R3[X] (qui est de dimension 4) il va falloir
ajouter deux vecteurs.

On peut procéder comme précédemment. On constate que dans P comme dans @),
les coefficients constant et en X2 sont égaux: il en sera donc de méme de toute
combinaison linéaire de P et de Q).

Par conséquent, X? ¢ Vect(P, Q) et la famille (P, Q, X?) est libre.

On remarque de méme que pour P, @ et X? les coefficients en X et X? sont les
mémes ; il en sera donc de méme de toute combinaison linéaire de P, Q et X2

Par conséquent, X® ¢ Vect(P,Q, X?) et la famille (P, Q, X%, X?) est libre.

La famille (P,Q,X? X?) est libre et de cardinal 4 dans un espace vectoriel de
dimension 4. C’est donc une base.

Correction de ’exercice 9.
1. Pour 'exercice 14 :

(a) Soit F'={(x+y,y+2) | z,y,2 € R}. On a vu que ((1,0), (0,1)) est une base
de F' donc F' est de dimension 2.

(b) Soit F' = {(z,y,2,t) ER* [2z+y—t=0 et y=t}.
On a vu que ((0,1,0,1),(0,0,1,0)) est une base de F. Donc F' est de dimension
2.

(c) Soit F ={P e R3[X] | P(0) = P'(1)}.
On a vu que (1+X,2+4 X? 34 X?) est une base de F donc F est de dimension
3.

(d) Notons F' = {(a+ ¢)X + (2aX 4+ b)X* — ¢X? | (a,b,c) € R*}.
On a vu que la famille (X +2X??, X — X?) est une base de F. Donc F est de
dimension 3.

oo a a+b 0
(e) SOItF_{(?a—i—b v 3a+2b)|a’b€R}'

. 1 10 0 1 O .
La famille ((2 0 3) , (1 1 2)> est une base de F'. Donc F est de di-

mension 2.

() Notons F — {(ﬁ Z) € My(R) | a+b—c+d}.

. -1 1 10 10
La famille (( 0 0) , (1 0) , (O 1>) est une base de I donc F' est de

dimension 3.

2. Pour l'exercice 15 : en notant, pour ¢ = 2,...,n, f; = e; — ¢;, on a montré que
(fa,..., fn) est une base de H. Donc H est de dimension n— 1 (¢’est un hyperplan).

Correction de D’exercice 10. 1. Pour 'exercice 5 : notons EF 'ensemble de suites a
valeurs réelles vérifiant :

Vn € N, Up42 = 2un+1 — Up.

On a trouvé, au TD précédent, que la famille (u,v) ot u = (1), et v = (n), est
génératrice de F.
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Il s’agit d’une famille de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.
Ainsi (u,v) est une base de E et E est donc de dimension 2.

2. Pour 'exercice 6 : notons F 'ensemble des solutions a valeurs réelles de ’équation
Vo e R, o' (z) — 2y (z) + 2y(z) = 0.

On a trouvé, au TD précédent, que la famille (t — e cos(t),t — e'sin(t)) est
génératrice de F.

Il s’agit d’une famille libre (procéder comme pour l'exercice 3).

Ainsi (u, v) est une base de E et E est donc de dimension 2.

Correction de l’exercice 11. Soit F = C*(R,R). On pose, pour tout n € N* :
gn T € R e,

1. Soit n € N* et soit A\j,...,\,) € R™.
Supposons que :

(%) Z Xigi=0 cad VzeR, Z e = 0.
k=1 k=1

nT

Dans le membre de gauche, le terme dominant en +o00 est A\,e"* donc en factorisant

puis en simplifiant par e"* on obtient :
n—1
(04) Vo eR, A+ > Nelr=0.
i=1

Or, pour tout i € [1,n — 1], lim ;e ™% = 0.

—+00
En passant a la limite quand = tend vers +oo dans 1’égalité (#x) on obtient :

An = 0.
L’égalité () se réécrit alors :
n—1
(x)  VzeR, ) Ne"=0
i=1

et le terme dominant en +o0o est désormais \,_1e™ %, En factorisant, simplifiant

par e"* puis passant & la limite quand x tend vers +oo on obtient de méme que

précédemment :
)\,171 = 0
En poursuivant le raisonnement, on obtient donc successivement A\, = \,_1 =--- =
A =0.
Cela montre que la famille (gq,...,g,) est libre.

2. Supposons par I'absurde que E est de dimension finie. Il existe donc une famille
génératrice finie G de E donc on note £ le cardinal.

On sait alors que toute famille libre de E est de cardinal inférieur ou égal a k.

Or d’aprés la question précédente, (g1,...,grr1) est une famille libre de cardinal
k + 1. Contradiction !
Ainsi F n’est pas de dimension finie.
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Correction de ’exercice 12. Déterminer le rang des familles suivantes :

1. Soit A la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la famille

(0 2)- (o) (5 2))

dans la base canonique de M3(R) :

1 1 3
0o 1 2
A= 0 -1 -2
-1 0 -1

D’apres le cours le rang de la famille est le rang de A.
On applique la méthode du pivot de Gauss sur les lignes (ou les colonnes) :

1 1 3
0 1 2
rg(A) =rg 0 -1 -2 (Ly < Ly+ Ly)

0 1 2
1 1 3

B 01 2

%110 o0 o0
0 0 0

= 2.

2. Soit A la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la famille
(2,3 4+ X,7—6X%2X + X?) dans la base canonique de Ry[X] :

7

A= 0

O O N
S = W
=N O

—6
D’aprés le cours, le rang de la famille est le rang de A donc il vaut 3.

Correction de ’exercice 13. Dans R3, on donne
up = (1,0,=1) ; wy=(-1,2,1) ; wu3z=(3,—4,-3).

1. On remarque que
Uz = Uy — 2162

donc rg(uy, ug, uz) = rguy, us).
De plus, (u1,us) est formée de deux vecteurs non colinéaires donc c’est une famille
libre. Ainsi,

rg(ul, Ua, Ug) = 2.

2. Par définition du rang, on a dim F' = 2 d’aprés la question précédente et (uy, us) est
une base F.

10



