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Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
BCPST2 — Mathématiques

DS3- CORRECTION

Exercice 1

Soit également S 'ensemble défini par :
S={feFE | f"=2f"+2f =0}

1. — La fonction nulle est dans S donc S est non vide.

— Soient fi, fo deux éléments de S. Comme fi, fo sont dans S, elles sont trois
fois dérivables donc f; + Afs I'est aussi et on a par linéarité de la dérivation :

(fr+AL)" =2(f1 £ Af2)" +2(f1 + Af2) = " + AL = 2/1 = 20f5 + 2/ + Af;
== 2 21+ A = 2f5 + 212).

Or f; et fy sont des éléments de S donc :
V=21 +2f1=0 et f'—2f+2f;=0.
Par conséquent :

(i +Af)" =2(fi+ M) +2(fi + Afa) =0

ce qui prouve que f; + Afy € S.
On a donc montré que S est un sous-ensemble non vide de E stable par combinaison
linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de E.

2. Soient a, b deux réels. On définit trois fonctions u, v, w sur R par :
VeeR, wu(x)=1 ; wv(x)=ecos(br) ; w(r)=e"sin(bx).

(a) On suppose b = 0. Alors w = u donc la famille (u,v,w) contient deux fois le
méme vecteur. Elle est donc liée.

(b) On suppose b # 0. Soient Ay, ..., A3 des réels tels que :
AU+ v+ A3w =0

c’est-a-dire :

Ve € R, Mu(x) 4+ Av(x) + A3w(x) = 0.
Montrons que A\; = Ay = A3 = 0. En considérant x = 0, z = % et v = %, on
obtient que (A1, A2, A3) vérifie :

A+ =0
)\1 — 6%)\2 =
)\1 —0—6%)\3 =0

o




Arnaud Stocker

3. (a)

(b)

En faisant Ly < Ly — Ly on obtient :

)\1 + )\2 - O /\2 - 0
(I+eT)y = 0 =< N = 0
)\1 —I—e%)\g =0 /\3 =0

La famille (u,v,w) est donc libre.

D’aprés le théoréme fondamental de I'analyse, comme = — e® cos(z) est conti-
€T

nue sur R alors la fonction x +— / e’ cos(t)dt est une primitive de z
0

e cos(x).
Soit # € R. Les fonctions ¢ + e et t — cos(t) sont de classe C' sur R donc
par intégration par partie :

/0“? e’ cos(t)dt = [e' cos(t)]5 — /096 e'(—sin(t))dt
= e"cos(r) — 1+ /Ow e’ sin(t)dt.

Les fonctions ¢ + e’ et t + sin(t) sont de classe C'*' sur R donc par intégration
par partie & nouveau :

/ e’ cos(t)dt = " cos(z) — 1 +/ e’ sin(t)dt
0 0
=e"cos(x) — 1+ [e'sin(t)]F — / e’ cos(t)dt
0
= e”cos(x) + e”sin(z) — 1 — / e’ cos(t)dt.
0
Ainsi : .
2/ e’ cos(t)dt = " cos(z) + €* sin(z) — 1.
0
1
On en déduit que = — iem(cos(m) +sin(z)) est une primitive de x +— €® cos(x).

1
De méme, on montre que la fonction z +— 56‘76(— cos(x) + sin(z)) est une
primitive de z — €” sin(z).
— Analyse : soit y une solution sur R de

y/// _ Zy// _|_ 2y/ — 0
En posant z = ¢ alors on a pour tout z € R :
0= () — 29/ (&) + 2/ (2) = () — 2(x) + 2(a).

Donc z est solution d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre
2 a coeflicients constants dont I’équation caractéristique est :

r2—2r+2=0.

Le discriminant A vaut : A =4 — 8 = —4.
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(c)

4. (a)

(b)

(c)

=1=xq.

Les racines sont :

Ainsi il existe des constantes A et B telles que pour tout z € R :
Y (x) = z(x) = Ae” cos(z) + Be” sin(x).

En utilisant la question précédente, on peut primitiver pour obtenir :

y(x) = ge””(cos(x) + sin(z)) + gex(sin(:c) —cos(x)) + ¢

-+ on a:

A B A
ouc€eR. Enposanta=—— —et b= —
2 2 2

Ve e R, y(z) = ae” cos(z) + be” sin(x) + c.

— Synthése : on vérifie que les fonctions de la forme y : x — ae” cos(z) +
be” sin(x) + ¢ avec a, b, ¢ des réels veérifient bien 1’équation demandée (sur
une copie il faut le faire réellement!!).

Ainsi les solutions de I'équation différentielle
y" =2y + 2y =0
sont les fonctions de la forme :
y:x+— ae”cos(x) +be’sin(z) +¢  ou (a,bc) € R
D’aprés la question précédente :
S = Vect(z — €® cos(x), x — e sin(x), x — 1).

La famille (z — €®cos(z),z — e”sin(x),x + 1) est donc une famille généra-
trice de S.

De plus d’apreés la question 2.(b), ¢’est une famille libre.
Ainsi il s’agit d’une base de S et donc S est de dimension 3.

On considére 'équation différentielle sur R :
(P) y///_2y//_'_2y/ :621"

Soit un réel a. On a alors pour tout x € R :

Y (x) — 2y (z) + 2y (7) = 8ae™ — 8ae™ + 4ae™ = 4ae*.
1 .
Donc en prenant a = 1 on a bien :
Vo €R,  yy'(2) = 2y,(x) + 2y, (z) = €*.
Il n’y aucun résultat de cours sur ce genre d’équation d’ordre de 3. Il faut donc

redémontrer dans ce cas que toute solution s’écrit sous forme « solution de
I'équation homogéne » + « solution particuliére ». Soit y une solution de (F)
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et y, la solution particuliére de la question précédente. Alors pour tout x € R
on a :

(= ya)"(x) = 2(y — ya)"(x) + 2(y — ya)' ()

=" (2) = 2"(2) + 2/ (z) = (v (x) = 29 (%) + 2y,(7))

= e — 2 = (.

Donc y — y, est dans S et il existe donc a, b, c des réels tels que pour tout
relR:

y() — yo(z) = ae” cos(x) + be® sin(x) + ¢
c’est-a-dire

1
y(x) = ae® cos(x) + be® sin(z) + ¢ + Ze%'

Réciproquement, on vérifie que si y est de la forme

1
y: x> ae® cos(x) + be® sin(z) + ¢ + 16235

avec a, b, ¢ des réels alors y est solution de (P).
Les solutions de (P) sont donc les fonctions de la forme :

1
y: x> ae’ cos(x) + be”sin(z) + ¢ + Zezx

avec a, b, c des réels.
(d) La fonction nulle n’est pas solution de (P) donc non.

Probléme

Partie I-La fonction arccos

On note g la fonction définie sur [0, 7| par :
Vo e [0,7], g(z) = cos(z).

1. La fonction cos est continue et strictement décroissante sur [0, 7] d’aprés le théoréme
de la bijection continue, g réalise donc une bijection de [0, 7| sur I = [g(7), g(0)] =
[—1,1].

On notera désormais arccos la bijection réciproque de g.

2. (a) Il s’agit de trouver I'unique x € [0, 7] tel que cos(z) =

1
Ainsi arccos (§> =

De méme arccos (

1
5

§| w| =

V2

) est unique z € [0, 7] tel que cos(z) = ——.

2
—\/5 3T
Donc arccos | —— | = —.
2 4

[\D ‘
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(b) Comme arccos est la bijection réciproque de g on a :
Vo € [0,7], arccos(g(xz)) =z cad arccos(cos(z)) = .
Cela n’est pas le cas si « ¢ [0, 7]! Par exemple :
cos(2mr) =1 donc arccos(cos(2m)) = arccos(1) = 0.

De méme, g est la bijection réciproque de arccos donc :

Vo € [—1,1], cos(arccos(z)) = .

3. Soit z € [-1,1]. On a :
sin®(arccos(r)) = 1 — cos®(arccos(z)) = 1 — z?

donc :
sin(arccos(x)) = V1 —22 ou sin(arccos(x)) = —v1 — z2.

Or arccos(z) € [0, 7] donc sin(arccos(z)) est positif. Ainsi :
sin(arccos(z)) = V1 — 2.
4. La fonction g est dérivable sur [0, 7] et pour tout z € [0, 7] on a :
g (z) = —sin(z).

Ainsi pour tout = €]0, 7|, ¢'(z) # 0. D’aprés le théoréme de dérivation des fonc-
tions réciproques, on en déduit que arccos est dérivable en tout = € [—1,1] tel que
arccos(z) ¢ {0, 7} c’est-a-dire sur | — 1, 1[. De plus on a :
1 1 —1
Vo €] —1,1] ,arccos’ () = ————— = =

g'(arccos(z)) ~ sin(arccos(z)) I — a2

5. (a) D’aprés les DL usuels :

—1 1
——] — 2 2 )
= (1+ 5% +$go(x ))
—1
(b) La fonction f : x = ——— étant de classe C? sur | — 1,1[ la formule de

V1—22

Taylor appliquée a f donne :

f(x) = f(0)+ f(0)x + L(O):cz + o (2?).

2 x—0

En comparant avec le DL ci-dessus on en déduit par unicité :
fO)=-1 1 f(0)=0 ; f'(0)=-L
Or f = arccos’ donc arccos est de classe C° et on a :
arccos’(0) = —1 ; arccos”(0) =0 ; arccos”(0) = —1.
D’aprés la formule de Taylor appliqué & arccos, on a donc :

arccos” (0) arccos”’(O)I3+ o (%)
2 6 z—0

arccos(z) = arccos(0) + arccos’(0)z
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6. L’intégrande est une fonction continue sur | — 1, 1] donc l'intégrale est généralisée
en —1 et en 1.
1
— Intégrale / ———dt. Soit A €] — 1,0]. D’aprés la question 5, on a :
grale |~ ] J. D’apres la q

0
1
dt = [— arccos(t)]% = — arccos(0) + arccos(A
| it = [ avceos(t)y (0) + arccos(4)

—— —arccos(0) + arccos(—1) = T
A——1 2

Le passage a la limite est licite car la fonction arccos est continue sur [—1, 1]

T
d’aprés le théoréme de la bijection. Donc dt converge et vaut 5

o 1
/1 Vv1—1t2
1
1
— Intégrale / dt. Soit A € [0,1[. D’aprés la question 5, on a :
0

V1—1#2

A
/0 \/11Tt2dt = [—arccos(t)];' = — arccos(A) + arccos(0)

T
e arccos(1) + arccos(0) = 5

! 1 T
Donc / dt converge et vaut 5
0

V1—1t?

1
1
Alinsi, / dt est convergente et :
-1

V1—1t?

L o9 I
/1\/1—Tt2dt:/1\/1—Tt2dt+/o \/1—Tt2dt:7r.
Partie II-Une suite de polyndmes définies a 1’aide de arccos
Pour tout n € N, on note p, la fonction définie sur [—1, 1] par :
Ve € [-1,1], pn(x) = cos(narccos(x)).
7. Pour tout x € [-1,1] on a :
po(z) = cos(0 x arccos(z)) = cos(0) =1 ;
p1(z) = cos(1 x arccos(z)) = cos(arccos(z)) =z ;
po(x) = cos(2arccos(x)) = 2 cos?(arccos(z)) — 1 = 22% — 1.
8. (a) Soient a, b deux réels. On a :
cos(a + b) + cos(a — b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
= 2 cos(a) cos(b).
(b) Soit n € Net x € [-1,1]. On a d’aprés 8a

Pni2(x) = cos((n + 2) arccos(x))
= cos((n + 1) arccos(z) + arccos(z))

= 2cos((n + 1) arccos(x)) cos(arccos(x)) — cos((n + 1) arccos(z) — arccos(z))

= 2pn+1<$>l’ - pn(l’)
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(c) Montrons par récurrence double que pour tout n € N*, il existe un polynéme
T, € R[X] de degré n et coefficient dominant 2"~ ' tel que :

Ve e [-1,1], pu(z) =T, ().

— Initialisation : d’aprés la question 7, on a T} = X et Th = 2X2 — 1.

— Hérédité : soit n € N* et supposons qu’il existe deux polynomes T,, et
T,1 de degré respectif n et n+ 1 et de coefficient dominant respectif 2"!
et 2" tels que :

Vo€ [-11], pale) = Tu(@) et pus(e) = o (@),
Alors d’aprés 8b pour tout € [—1,1] on a :

Pr+2(®) = 20pni1(2) — pu(@) = 20Th11 () — T, ().

Ainsi en posant T}, o = 2X7T, 1 — T}, le polynéme T,,, - convient.

De plus, le degré et le coefficient de 7). sont alors ceux de 2X7T,,.; a
savoir n 4+ 1 et 2",

— Conclusion : par le principe de récurrence, on a montré que pour tout
n € N, il existe un polynome 7T, € R[X] de degré n et de coefficient
dominant 2" tel que :

Ve e [—-1,1], pp(x) =T,(x).
Les polynomes (7,,),, vérifient la relation suivante :
Vn €N, Tho=2XTp1 — Th.

9. Soit n € N.
(a) Attention, cette question est plus dure qu’elle n’y parait car :

arccos(cos(f)) # 6!

Par exemple :
arccos(cos(2m)) = arccos(1) = 0 # 2.
En fait arccos(cos(f)) = 6 seulement pour 6 € [0, 7].
— Meéthode 1 : Soit 6 € [0, 7] comme cos(f) € [—1,1] alors on a :

T, (cos(0)) = pp(cos(f)) = cos(n arccos(cos(f)) = cos(nd).

Maintenant, si § € R, il existe k € Z tel que 0y = £(0 + 2km) € [0, 7] et
cos(#) = cos(fy) et on a donc :

T, (cos(0)) = T, (cos(by)) = cos(nby) = cos(nb).

— Meéthode 2 : par récurrence double.
L’initialisation découle de la question 7. Pour I’hérédité : soit n € N et
supposons T),(cos(0)) = cos(nf) et T, 41(cos(f)) = cos((n + 1)0). Alors
d’aprés la question 8a on a :
Tri2(cos(0)) = 2cos(0)T,41(cos(0)) — T, (cos(h))
= 2cos(0) cos((n + 1)8) — cos(nd)
= cos((n + 2)0).
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(b) Soit n € N. On a :

T, (cos(f)) = 0 <= cos(nf) = 0 <= nb = g +kr, kel

2k + 1
2n

— 0 =

m, kel

2k +1
Ainsi, pour tout k € Z, cos ( *
n

2k+1

7T) est une racine de 7T,,.

Or pour tout k € [0,n— 1],

[0, 7]. Ainsi on a n racines dlstlnctes de T,, avec :

2k +1
cos( 2;2 71') , kel0,n—1].

7 € [0, 7] et la fonction cos est bijective sur

Comme T,, est de degré n, ce sont les seuls.
10. Soit n € N.

(a) La famille (Tg,...,T),) est famille de polynémes non nuls de degré échelonné.
Donc c’est une famille libre.

(b) Ils’agit d’une famille libre d’éléments de R,,[X] de cardinal n+1 = dim(R,,[X]).
C’est donc une base de R, [X].

11. (a) Soit (m,n) € N°. D’aprés 8a,on a :
K0 1 ™
/ cos(mt) cos(nt)dt = 5 / (cos((m + n)t) + cos((m — n)t))dt.
0 0
— Sim=n=0on a alors / cos(mt) cos(nt)dt = / ldt = .
0 0

— Sim=n>0on a alors :

/OTr cos(mt) cos(nt)dt = %/Ow(cos((m + n)t) + cos((m — n)t))dt
= %/W(COS(th) + 1)dt
1 [sin(2mt) "
T2 [ 2m t]o
=3
— Sim # n on alors :
/07r cos(mt) cos(nt)dt %/0 cos((m + n)t) 4+ cos((m — n)t))dt

™

l\')l»—l

sin((n +m)t + sin((m — n)t)
n+m m-—n 0

O

(b) La fonction ¢ :  + arccos(z) est de classe C' et strictement décroissante sur
] — 1,1[. De plus :

[ @) st = = [ Teostt) Taleon(to)) )
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Comme t(—1) = 7 et t(1) = 0, d’aprés la formule de changement de variable,
1

i 0
'intégrale / T (2)T, () dx est de méme nature que — / T, (cos(t)) T, (cos(t))dt

1 \/1—1'2 ™

et en cas de convergence, sont égales.
Or d’aprés les questions précédentes :

—/ T, (cos(t)) T, (sin(t))dt = /07r T, (cos(t)) T, (cos(t))dt = /07r cos(nt) cos(mt)dt

1
1
est convergente. Finalement / Tn(z)Tm(x)ﬁdx converge et vaut
1 1 0 si m 7&
Tn(x)Tm<x)—dx — T 81 m=n=20
/l Vi-2? g si m=n>0

Partie III-Etude d’une suite

On considére dans cette partie la suite (x,),en définie par :

1
o = 0 y Vn € N, Tpt+1 = 5(1 + l’n)

12. Ecrire une fonction Python qui prend en entrée un entier naturel n et renvoie la

liste [xq, ..., 2, :

def fonction_pb(n):
x =0
L=[]

for k in range(n+1):
L.append (x)
x = np.sqrt (1/2*x(1+x))
return L

N O O W N

13. (a) Par récurrence :

— Initialisation : o = 0 donc la propriété est vraie au rang 0.
— Heérédité : soit n € N et supposons que z,, € [0,1]. On a alors

1
0< (1+xn)§§(1+1):1

N —

puis par croissance stricte de la fonction racine carrée :

ngn—&-l S 1.

— Conclusion :pour tout n € N, z,, € [0, 1].

(b) Soit n € N, la fonction arccos étant définie sur [—1, 1] d’aprés la question
précédente u,, = arccos(x,,) est bien définie et dans [0, 7].
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(c) Soit n € N. Remarquons que d’aprés 2b, cos(u,,) = x,, donc :

Upi1 = ATCCOS <\/%(1 + cos(un))> :

n 1 n
Or on sait que cos? <%> = +c+(u)

Up41 = arccos ( cos?2 (%)) = arccos (’cos (%) D )

u s . PP
Or = ¢ [O, 5} donc son cosinus est positif ainsi :

2
Unp
Upy1 = Arccos <cos (7)) .

Enfin, comme % € [O, g] C [0,7] on a :
(«(3)) =%
Up41 = arccos (cos [ — ) ) = —.
+1 5 5

En particulier, (u,) est géométrique de raison 3"

onc

(d) Comme (u,) est géométrique de raison gona:

1 1
VneN, wu,= onlio = o arccos(0) = 2:;1.

On en déduit que pour tout n € N :

B B T
x, = cos(u,) = cos <2n+1> :

14. (a) D’aprés la question précédente et la continuité de cos en 0 on en déduit que
(Zn)nen converge vers cos(0) = 1.
(b) Pour tout n € N, on a :

¢ 7r
— ey R ~Y P
T, €08 | W T

n
15. Pour tout n € N*, on note w,, = sz
i=1

(a) Soit n € N*. On a:

. ™ .
Wyt 1 SN <2n+2> = sin

v
2n+1

Ainsi la suite (wn sin ( >> est une suite géométrique de raison 5
neN*

10
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(b) D’aprés la question précédente pour tout n € N* :

. ™y 1 _o(my 1
Wy, SIN (W) = le Sin (Z) = 2_n

Or on sait que :

. m i
Sin ~
ontl ) o stoo 2Nl

donc :

2
Donc (wy,)nen+ converge vers —.
m




