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Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — TD7

SERIES

Exercice 1. Etudier la nature des séries suivantes et, le cas échéant, calculer leur somme.
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Exercice 2. On considére la série de terme général donné par :

_n3—|—2n2—4n—|—1
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1. Montrer que la famille (1, z,x(z — 1), z(x — 1)(z — 2)) est une base de Rs|x].
2. Déterminer les coordonnées de x® + 222 — 42 + 1 dans cette base.
3. En déduire que la série Z u, converge et calculer sa somme.

n>0

Exercice 3 (Télescopage). Etudier la nature des séries et, le cas échéant, déterminer
leur somme.
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Exercice 4. On considére la suite (u,),en définie par { Vn € qu)ni o Z[Ln _ 2.
1. Montrer que : Vn € N, u, €]0, 1].

2. Montrer que (u,)nen converge et déterminer sa limite.

3. Etudier la convergence de la série g u? et déterminer sa somme si elle existe.
neN

u
. Prouver que la série Z In ( "H) diverge.

n>0 Un

W

5. En déduire la nature de la série Z Up,.
n>0
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Exercice 5. Déterminer la nature des séries suivantes :

1.2: nd —n®+1 4,§:<1+%>7 7.§:é%.

5n° + 3nt + 2n’

n>1 n>1 n>2
2. Z(n% —1). 5. Z in 8. Z<Vn2—n+2—n>.
n>1 n>1 n>1
n 1 (—1) L\"
3. ) (=1)"In L+ ). 6-Zln<1+ = ) 9. > (1- I+ )
n>1 n>1 n>1

Exercice 6. Etudier la nature des séries suivantes.

DY (2-w(1i+1)) 2 X (1meos(2)) 3 TCms v
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Exercice 7 (Une série convergente mais pas absolument convergente). Soit
(un)n>1 la suite définie par

Yn>1 wu, =

n
Pour tout n > 1, on note S,, = Zuk
k=1

1. Montrer que la série Z u, n’est pas absolument convergente.
n>1
2. (a) Montrer que les suites (S2,)n>1 €t (S2n41)n>0 sont adjacentes.
(b) En déduire que la suite (S,,),>1 converge.

(c) En déduire que la série Zun converge.

Exercice 8 (Deux suites équivalentes, I’une convergente, ’autre divergente).
Soit (v,)n>1 la suite définie par

—1)"
Vn>1 vn:( ) +

SRS

9

et (un)n>1 la suite définie par

(=n"
NOE

Yn>1 u,=

1. Montrer que v,, ~ u,.
2. Montrer que la série Z v, diverge (on pourra utiliser le résultat de 1'exercice pré-
cédent).
Exercice 9. On note f : |1, +oo[ — R I"application définie par :

1
xln (x)

Vo € ]l,+oo[, f(z)=

et pour tout n € N tel que n > 2, on note S,, = Z f (k).
k=2

1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.
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2. Montrer, pour tout entier k tel que k > 3 :
k

f(k) < . (x)de < f(k—1).

3. (a) Montrer, pour tout n € N tel que n > 2:

1
21n (2)

1
nin(n)

S, — S/f(x)d:vgsn—
2

(b) En déduire, pour tout n € N tel que n > 2 :

1
2In(2)

In(ln(n)) —In(In(2)) < S, <In(In(n)) —In(In(2)) +

(c) Etablir: S, ~ In(In(n)).

n—-+o0o

4. Pour tout n € N tel que n > 2, on note
U, =5, —In(In(n+1)) etv, =S5, —In(ln(n)).

(a) En utilisant le résultat de la question 2., montrer que les suites (u,), -, et
(Un),> sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.

(b) Montrer, pour tout n € N tel que n > 2 :

1

0<uv, —{< .
=" nln (n)

(¢c) En déduire une fonction Python prenant en entrée un réel eps > 0 et renvoyant
une valeur approchée de ¢ a eps pres.




