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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la préci-
ston des raisonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs.

Il ne doivent faire usage d’aucun document. L’utilisation de toute calculatrice et de
tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d’une regle graduée est
autorisée.

St au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les initiatives qu’il
sera amené a prendre.

Questions de cours

1. Séries.
(a) Soitn € N. On a:

QG B ) L B e )
;(kﬂ)!_? k+1)!_7; |

k=0 ( J

On reconnait, au terme de rang 0 prés, une somme partielle de série exponen-

n _9 k
tielle. Ainsi la suite (Z (=2) ) converge.

(k+1)!

k=0 n>0

—2\n
En d’autres termes, la série Z ﬁ converge et de plus sa somme est :
n !
>0
S TS TR N
—~ (n+1)! 2 = 4! 2

(b) Pour tout n € N*, on a :

1)

3n+1

Ainsi, la série E n2( est combinaison linéaire des séries géométriques

n>1

-1 -1
dérivées d’ordre 1 et 2 de raison 3 qui sont convergentes (car — €] — 1, 1]).
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(c)

(=1)"
3n+1

Ainsi la série E n?

n>1

converge et déterminer sa somme est :

+o00
-1 1 2 1 1
an(_> _t o2 11

=0 alors :

- (="
Par équivalent usuel, comme lim
n——+0oo n2

() L

Par compatibilité des équivalents avec la valeur absolue, on a :

—1)"
sin (( ) ) 1
n2
1
Comme les séries E et E —, sont & termes positifs, d’apres le
n

sin <(_1) )
n2
n>1 n>1

w++u>n2.
théoréme d’équivalence pour les séries & termes positifs, on en déduit qu’elles
)

sont de méme nature.
_((=D)"
sin >

_1)n
Cela signifie que la série Z sin (< 2> ) est absolument convergente. En par-
n
n>1
ticulier, elle est convergente.

1
Or on sait que Z — est convergente. Donc Z est convergente
n

n>1 n>1

aussi.

2. Espaces vectoriels. Soit n € N* et F' = {P € R, [X] | P(0) = 0}.

(a)

(b)

Soit P =Y a,X* € R,[X]. Ona:
k=0

PeF <<= P0)=0<=ay=0.

Ainsi :
F = {Zaka ;ay,...,a, € R}
k=1
= Vect(X,..., X").
Ainsi F' est un sous-espace vectoriel de R, [X] et la famille (X, ..., X™) est une

famille génératrice de F'.
Il s’agit d’une sous-famille de la base canonique donc elle est libre.

Par conséquent, (X, ..., X™) est une famille libre et génératrice de F' donc une
base de F. On en déduit que dim(F) = n.

La famille (X, X (X —1), X(X—1)%,..., X(X —1)""!) est constituée d’éléments
non nuls de F' de degrés échelonnés. C’est donc une famille libre de F'.

De plus elle est de cardinal n = dim(F'). C’est donc une base de F'.
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Exercice 1

In(n)

On considére la série E et on note (S, )nen+ la suite de ses sommes partielles.

n>1

1. (a) Pour tout n > 3 on a par croissance de la fonction logarithme :

In(n) > In(3) > In(e) 1 >0.
n n n n

Or la série harmonique est divergente donc d’aprés le théoréme de comparaison

R .. . In(n) .. .
pour les séries a termes positifs, on en déduit que g ——= diverge aussi..
n

n>1
In(n)
n

(b) Comme Z

n>1
tielles est croissante.

est & termes positifs, la suite (S,),en+ de ses sommes par-

In(n
Comme Z (n) la suite (S, )nen+ de ses sommes partielles est divergente.
n

D’aprés le théoréme de convergence monotone, on en conclut que la suite
(Sn)nen+ diverge vers +oo.

(c) Python. Ecrire une fonction python qui prend en entrée un réel positif A et
renvoie la valeur du premier indice n pour lequel S,, > A.

1 def questionl(A):

2 S =0

3 n =0

4 while S<= A:

5) n += 1

6 S += np.log(n)/n
7 return n

2. Soit f la fonction définie sur |0, +o00| par :

In(x) '

Ve >0, f(z)= .

(a) La fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ et poi=ur tout z > 0 on a :

2 x z — In(x) _ 1-In(z)

2 2

fla) =

On en déduit :

! / \
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(b) Soit k > 4. Les intervalles [k, k + 1] et [k — 1, k] sont alors inclus dans [e, +00]
sur lequel f est décroissante. Ainsi :

Ve € [k, k+1], f(z) < f(k)
et

Ve ek -1k, [f(k)<[f(2)

En intégrant ces inégalités entre [k, k+1] et [k — 1, k] on obtient, par croissance
de Pintégrale (les bornes étant dans 1’ordre croissant) :

k+1

k+1
: (z)dx < k ! flk)dr = f(k)(k+1—k) = f(k) = 1n](€k>
et . )
b fkydz < | f(z)dx.
k k=1 k—1
On a donc :
k+1 In(k) K

: fla)de < —= < - f(x)da.
(c)

Soit n > 4. En sommant 'inégalité précédente pour k allant de 4 & n, on a :

n k+1 n

3 fla)de <3 lnl(f) <3 | f@)da.
k=4 7k k=4 k=4 k=1

Or, par la relation de Chasles, on a :

e = / " Haydo = F“fq + _ oo+ 1f_ In(e

n

k=4 7k

et de méme :

n

Z/:l f(z)dx = /: f(z)dx = {11“(95)21” _ In(n)? 1n(3)2.

_ 2
k=4

L2 2
Ainsi :
In(n+1)2 B In(4)? < " In(k) < In(n)? B In(3)?
2 2 ko — 2 2
k=4
In(4)? : In(3)? -
En posant a = 5 ,b:;f(k:)etc: ,on a bien :
In(n + 1)

(d)

In(n)?
Soit n > 4. En divisant membre 4 membre par (2 ) , on obtient :

In(n+1)> 2(b—a) _ 25, 2(c—a)
In(n)? * In(n)? = n? =1+ In(n)?

Le membre de droite tend vers 1 quand n tend vers +oo.
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D’autre part, pour tout n > 4 :

In(n+1)2  In(n(1+ 1))’ _ (1+ln(1+%)>2

In(n)z2 In(n)?

— 1.
n—-+o0o

On en déduit, par opération sur les limites, que le membre de gauche tend
également vers 1 quand n tend vers +oco0.
D’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit donc :

2
lim é =1
n—4oo n2
1 2
Ainsi : S,, ~ n(n)
n—-+oo 2
3. Soit u la suite définie par :
1 2
vneN, wu,=5,— n(2n)
(a) Soit n >3, 0n a: U, — u, <O0.
1 1)2 1 2
ity = Sy — gy )
In(n+1) In(n+1)* In(n)?
= - +
n+1 2 2

Or, en utilisant la question 2b avec kK =n + 1 > 4 on trouve :

n

c’est-a-dire

In(n +1) < In(n + 1)2 B In(n)?
n+1 = 2 2
On en déduit alors que : w, 11 — u, < 0.
(b) D’aprés la question précédente, la suite u est décroissante a partir du rang
n=.3a.

D’aprés la question 2.(c), on sait également que pour tout n >4, on a :

In(n +1)2

5 —a<§S,—b

membre & membre on obtient

donc, en ajoutant b —

In(n)?
2

1 1% 1 1)?
Vn > 4, n(n;— ) — n(nz—l— ) +b—a<u,.

La croissance de la fonction logarithme permet alors de conclure :

Vn>4, b—a<u,.

Ainsi la suite w est minorée.

Etant décroissante et minorée, d’aprés le théoréme de la limite monotone, u
est convergente.
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1
4. On considére désormais la série Z(—l)"ly.
n>1
(a) Soit n € N*.
— On a d’une part :
_,In(k) _,In(k)
Vn —V, = _1k1__ _1k1_
k=1 k=1
In(2n + 2) In(2n + 1)
— _1 2n+1— _1 27’1_
(=1) 2n + 2 +(=1) 2n +1
~_In@2n+1) In(2n+2)
- 2n+1 2n + 2

>0

car f est décroissante sur [e, 400l et 2n+2>2n+1>3 > e.

De méme :
2(n+1)+1 ot
_In(k) L In(k)
Wn o = -1 k—1 . -1 k—1
DN D DI
k=1 k=1
 (—1y2 In(2n + 3) N (_1>2n+11n(2n +2)
2n+3 2n + 2
~ In(2n+3)  In(2n +2)
 2n+3 2n + 2
<0
car f est décroissante sur [e, +oo et 2n+3 > 2n+2 > e.
— D’autre part :
2n+1 2n
_In(k) _,In(k)  In(2n)
Wy, = V=) (mD)F1—= ) (—1)*! = > 0

par croissance comparée.
Les suites U et V' sont donc adjacentes. On en déduit qu’elles convergent vers

une méme limite /.

n
. . . . . . . In(k
Comme il s’agit des suites extraites d’ordre pair et impair de la suite ( E (—1)k1 %) ,
k=1 neN*

on en déduit que cette suite converge vers ¢ également.

In(n
Cela signifie que la série Z(—l)”_lL est convergente et que sa somme est
n

n>1
0.
(b) Pour tout n € N*, on note P(n) :
2 In(k) |
k—1 _
k=1 k=1

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, P(n) est vraie.
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— Initialisation : pour n = 1 on a d’une part :

S5y a2
k
k=1
et d’autre part
1  In(2) In(2)

Ainsi, P(1) est vraie.
— Heéreédité :soit n € N* et supposons que P(n) est vraie. Alors

gmil)<_1)k_lln(k) B i (1) In(k) (2n+2)  In(2n+1)
koo k 2n + 2 2n+1
k=1 k=1
1 In(2n+2) In(2n+1)
= Sy, — S, — In( S HR
2 n(2 ik T2n 2 o1 HR)
B In(2n+2) In(2n+1) In(n + 1)
e R T B T
"1 In@2n+2) In@2n+1
1n(2) 1 _I@n+2) In@2n+1)
—~ k 2n + 2 2n + 1

n

In(2n+2) In(n+1)
Snt1 — In(
+1—1In(2 Zk n+1 * n+1

= Son+1) —

n

In(2) + In(n + 1) N In(n +1)

1
= 52(n+1) — Sn+l - 1n(2) Z % —

= S2(n+1) Sn1 — 111 Z 7

Ainsi P(n + 1) est vrae.
— Conclusion : par le principe de récurrence, pour tout n € N*, P(n) est

n+1 n+1

vraie.
2 In(k)
(c) Soitn € N*. On a d’aprés la question précédente, en notant A, = Z(—l)k_1 o
on a =
"1
In(2 ——In(n) | =85, —S5,— A, —In(2)In(n
<><g;k <0 2 (2) In(n)
In(2n)? 1 2
— gy, + n(Q”) . “(g) — A, —In(2) In(n)
In(2) +1 2 1 2
R L TCIES Y0 S
2 2
In(2)?
= Usgy, — Uy + n(2) —A,.

2
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Or on sait que la suite u converge donc (ug, — u,), converge vers 0 , et (A,)

n
converge vers £. Ainsi, on en déduit par somme que la suite ( e 1n(n)>
k=1 neN*

converge et que sa limite est :

Exercice 2

On considére une urne contenant Ny boules blanches et Ny boules noires indiscernables
au toucher.

On pose N = N; + Ns.

On répéte 'expérience suivante : on tire au hasard (uniformément) une boule dans 'urne
et on replace dedans deux boules de la couleur obtenue.

A Vissue de la premiére expérience, 'urne contient donc N + 1 boules et on note X; la
variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans I'urne.

A Tlissue de la deuxiéme expérience, 'urne contient donc N + 2 boules et on note X5 la
variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans I'urne.

Plus généralement, pour tout entier naturel £ non nul, on note X la variable aléatoire
égale au nombre de boules blanches présentes dans 'urne a l'issue de la k-iéme répétition
de 'expérience.

Pour tout £ € N* on note By 'événement « la boule tirée lors de la k-iéme expérience est
blanche ».

1. Soit n € N* et X une variable aléatoire de loi uniforme sur [1,n].
1
(a) D’aprés le cours de premiére année : E(X) = n—2k .
n+1)2n+1)

6

». Prouvons par

n

(b) Pour tout n € N*, soit P(n) : « ZkQ _
k=1

récurrence que pour tout n € N*, P(n) est vraie.

1
TS 1x2x3 .
— Initialisation : on a — = 1 et Z k* = 1. Donc P(1) est vraie.
k=1
— Heérédité : soit n € N*. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1)
est vraie.
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On a:

n+1
Zk;? Zk;2 (n+1)?
k=1

1)(2 1
_ (” + >6( n+1) + (n + 1)2 par hypothése de récurrence

(n+1)(n(2n+1) +6(n+1))
(n+1) (n(znfs —2)+6(n+1))
(n+1) (n(2n+§) +4n + 6)
(n+1) (n(Zni 3) +2(2n + 3))
(n+1)(2n + 3)6271 + 2).

6

Ainsi P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : par récurrence, on a prouvé que pour tout n € N*

Zkz n(n+1)(2n+1)
G :

(c) La variable X posséde une variance donnée, d’aprés la formule de Koenig-
Huygens, par :
V(X) =E(X?) - E(X)2

Or par le théoréme de transfert, on a

zzn:kQIP(X:k): ~k 1 n+D@n+l)  (n+D@2n+1)

k=1

Finalement, on obtient donc :

V(X) = (n+1)(2n+1) <n+1>2

6 2
_n—|—1(2n+1 n+1)
X

n+1 4n+2—-3n—-3
2 6
n?—1
12

2. On suppose dans cette question uniquement que Ny = Ny = 1.
(a) On a X;1(Q2) =[1,2]. De plus :

P(X,=1)=P(B,) = % . P(X,=2)=P(B) = %

Donc X suit une loi uniforme sur [1, 2].
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On a X5(Q2) = [1, 3]. De plus :

= P(B)Pg,(Bs) + P(B1)Pg, (B2)
BRIV
273 273
__1
-3
1 2 1
P(XQ = 3) = P(Bl N Bg) = P(Bl)PB1<BZ> = 5 X g = g
et
. — — 1 2 1
]P)(XQ = 1) = P(Bl N BQ) = ]P(Bl)P§1 (BQ) = 5 X g = §

Donc X, suit une loi uniforme sur [1, 3].

(b) Compléter le programme suivant prenant en entrées des entiers Ny, Ny et k et
simulant la variable aléatoire X, :

1 import numpy.random as rd

2 import matplotlib.pyplot as plt
3

4 def X(N1,N2,k):

5) Nb_blanche = N1

6 Nb_noire = N2

7 for i in range (k):

8 if rd.rand ()< Nb_blanche/(Nb_blanche+Nb_noire):
9 Nb_blanche+=1

10 else

11 Nb_noire+=1

12 return Nb_blanche

(c) Lorsqu’on fait un grand nombre de simulation de X3 (ici 100 000), on constate
les fréquences auxquelles les événements [X3 = 1], [X3 = 2], [X3 = 3] et
[X3 = 4] se réalisent sont sensiblement égales & 0.25. On peut donc conjecture
que X3 suit la loi U([1, 4].

(d) Pour n € N*, on note P(n) la propriété « X, suit une loi uniforme sur [1,n +
1] ».

— Initialisation : c’est la question précédente.

— Heérédité : soit n € N* et supposons que X,, suit une loi uniforme sur
[1,n + 1]. Montrons que X,,+1 suit une loi uniforme sur [1,n + 2].
Soit k € [1,n + 2]. D’aprés la formule des probabilités totales avec le
systéme complet d’événements ([X,, = )ic[i,nt1] OD & :

n+1

P(Xpi1 = k) =Y Ppy,—g(Xny = k)P(X, = ).
=1

10
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Or entre le n et (n + 1) iéme tirage, le nombre de boule blanche est soit
le méme si on tire une noire au n-iéme tirage, soit augmente de 1 si n tire
une blanche au n-iéme tirage. Par conséquent :

Vi §é {k - 17 k}a ]P)[Xn:i] (XnJrl = k) = 0.

Donc :

P<Xn+1 - k?) - ]P[Xn:k:—l} (Xn+1 - k)IP(Xn - k? - 1) + P[Xn:k] (Xn+1 - ]{?)]P)(Xn - ]{?)

Si k=1 on trouve :

P(Xni1 = 1) = Px,—g)(Xns1 = D)P(X,, = 0) + Pix,—1)(Xpy1 = DP(X,, = 1)

n-+1 1
X

=0 )
+n+2 n+1

Sike[2,n+2],ona:

P( X, =k) = Prx,—k—1] (Xn1=kP(X,=k—-1)+ Prx, = (Xn1 = k)P(X, = k)
k—1 1 n+2—k 1
X + X
n+2 n-+1 n+2 n+1
1
Cn+2

Ainsi P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : d’aprés le principe de récurrence pour n € N*, X, suit une
loi uniforme sur [1,n + 1] .

(e) Soit n € N*. On applique la formule des probabilités totales avec le SCE
([Xn = k])ke[[l,n—i—lﬂ :

n+1

P(Bus1) = > Ppx,=4 (Bu1)P(X,, = k)

1 n+1
= ZP[Xn:k](Bn-‘rl)
k=1
1 n+1 k
- n+1 ; n+2

car sachant [X,, = k] 'urne contient k£ blanches pour n + 2 boules lors du
(n + 1)-iéme tirage.
Finalement

1 &8k 1 (n+)n+2) 1
n+1 N

P(Bn+1) =

(]

n+2 n+1 2(n +2) 2

E

=1

3. On retourne désormais au cas général.

11
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(a) Lors du premier tirage il y a Ny boules blanches et N = N; + N boules au

N
total. Donc P(Bl) = ﬁ
1 2

Lors du deuxiéme tirage :

— si une boule blanche a été tirée au premier tirage, il vy a N; + 1 boules
blanches et N + 1 boules au total ;

— si une boule noire a été tirée au premier tirage, il y a N; boules blanches
et N 4 1 boules au total.

Par la formule des probabilités totales, on en déduit :

P(Bs) = Pp, (B2)P(By) + Pg, (B2)P(By)
Nl + 1 Nl N1 N - Nl
— X — 4 X
N+1 N N+1 N
N,

N

(b) Soit n € N\{0,1}.
i. Par définition de Pexpérience aléatoire et de X, 1, on a : X, 1(Q) =
[N1, N1 +n—1] (on début avec Ny boules blanches et & 'issue du (n —1)-
iéme tirage on en a rajouté au plus (n — 1)).
Par la formule des probabilités totales avec le SCE ([X,—1 = k])re[n, Ny 4n—1]
on obtient :

Ni+n—1

P(B,) = Y P, ,—g(B)P(X,\1 = k).

Or sachant [X,,_; = k], 'urne contient k& boules blanche et N +n—1 boules
au total donc :

k
P —x(Bp) = ——m8.
Xom=k (Bn) = 7
Ainsi :
Ni+n—1 k
P(B,) = 1=k
( n) Z N+n—1 ( n—1 )
k=N1
c’est-a-dire :
Ni+n—1
> kP(Xp1=k) = (N +n— 1)P(B,).
k=N1

ii. Soit k € [[Nl,Nl +n — 1]]
Sachant B, N [X,_1 = k|, Purne a l'issue du n-iéme tirage contient k + 1
boules blanches : les k qui étaient 14 a I'issue du (n—1)-iéme tirage ([X,,_1 =
k) et celle qu’on a rajouté a l'issue du n-iéme tirage. D’ou :

k+1
C N+n

P, X, 1=k (Bri1)

Sachant B,,N [X,,—1 = k], I'urne a I'issue du n-iéme tirage contient k& boules
blanches : les k qui étaient 1a a l'issue du (n — 1)-iéme tirage ([X,_1 = k])

12
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— on n’en rajoute a l'issue du n-iéme tirage car on obtient une noire au
n-iéme (B,,). D’ou :

k
N+n’

PEnQ[Xn_lzk] (Bn+1)

iii. D’aprés la formule des probabilités totales avec le SCE
(Bn N [anl = k])ke[[Nl,NH»nfl]] U (En N [anl = k])ke[[Nl,N1+n—1]]> on a:

Ni+n—1
P(Buv1) = Y P, ,—ynp,(Bus)P([( Xy = k] N B,)
k=N,
Ni+n—1 -
+ Z P[Xn,lzk}nﬁn(Bn—f—l)IED([Xn—l :k]mBn)
k=N,
Ni+n—1
k+1 k —
= P([X,_1 = B, P([X,..1=k|lNB,)|.
> (Pl =B + (X = HNE,)
k=N,
Or avec les probabilités totales :
Ni+n—1
P(B,) = Y P(ByN[X,1=k])
k=N,
donc
P(Bn) Ni+n—1 k‘ .
P(B,11) = P(|X,.1=k|N B, + P(|X,_1 =k|NB,
(Bro) =yt 3 g (P =HNB) + P(Xos =K B)
P(B,) X'k
= P([X,.1 =k
VIS W P

 N+n N+n

P(B,).

Donc P(B,41) = P(B,).
(c) Soit n € N*. D’apreés la question précédente, (P(B,,)), est constante donc :

N
vneN*, P(B,) =P(B)= Wl
De plus, 3.(b)i montre que :
Ni(N +n
E(X,) = (N + n)B(B,e) = O E"),

Exercice 3

a

Soit Fy = {Ma,b = (Z b) S MQ(R) ; (CL, b) S R2}

13



Arnaud Stocker

1. (a) Ona:

a

:{a((l) (1])”7((1) : ;(a,b)eR2}
()€ D)

Donc E, est un sous-espace vectoriel de Mo(R

).
(b) D’aprés la question précédente, la famille (é (1)) , <(1) (1])) est une famille

génératrice de Fs. Elle est formée de deux vecteurs non colinéaires donc elle
est libre.

Ainsi ((é ?) , (? é)) est une base de Fs et dim(FE,) = 2.

2. Soit M = M,y et N = My deux éléments de Ey. On a :

E, = {Ma,b = (Z b) e My(R) ; (a,b) € RQ}

ad +bb ab +Va
MN = (ba' +ab bY +ad ] NM.
1 1 1 1
3.9it U= [7 F|etV=|2 2
2 2 2 2

(a) D’abord, on constate que U = M /3172 et V = My 5 172 donc U et V sont bien
des éléments de Es.
Soit A,y deux réels. On a :

1. 1
)\U+V—00<:> %/\+%uzo
=10 o \ N
DXL

p =0

<:}{)\:O

La famille (U, V) est donc libre.
C’est une famille libre de Ey de cardinal 2 = dim(Es) donc c’est une base de
Ej.

(b) Un calcul montre que U? = U et V? = V. Une récurrence immédiate permet
alors de conclure que pour tout n € N* :

Ur=U e V'=V.

Par ailleurs, on vérifie que UV = 0, w)-
(c) Soit (a,b) € R?.
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Commencons par traiter le cas n = 1. Soit A, i deux réels. On a :

“A+-p = a
AU +pV =My<=< 7 7
A—c-p o= b
2" 2
1,1
“A+-pu = a {u = a—>b
— 2 2 —
{ AT = a+b A = ath

Soit maintenant n € N*. D’aprés la formule du binéme de Newton (qu’on peut
utiliser en vertu de la question 2), on a :

k=0
n—1
=(@+b)"U" + (a=b)"V"+ > (Z) (a+b)*(a — b)"FUrVF
k=1

RN (Z) (a+b)"a—b)" UV

=(a+b)"U+ (a—0b)"V

ol les deux derniéres lignes s’obtiennent par la question précédente.
Les coordonnées de M, dans la base B sont donc ((a +b)", (a —b)").

Soit (a,b,c,d) € R* avec ¢ # d. On note :

c 0 a b

0 b
A= Ma,b,c,d = 0 S d 8

00 0 d

4. Le cas n = 0 est trivial. Montrons le reste par récurrence sur n € N*,
— Initialisation : c¢’est immédiat pour n = 1.
— Heérédité : soit n € N*, on suppose que :

dr — " dr — "

& b
¢ 0 d—c “ d—c
s 0 o dr — o dr — Cna
N d—rc d—c
0 0 d" 0
0 0 0 d"
Alors :
dn+1 _ Cn+1 dn+1n o Cn+1
n—+1 b
; O dn—f—cli B Cn-‘rl dn—i-cli B Cn+1
A = AA" = [caleul] = | 0 ! — —° .
d—rc d—rc
0 0 dnt 0
0 0 0 dartt

Alinsi la propriété est vraie au rang n + 1.
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— Conclusion : par récurrence, le résultat est vraie pour tout n € N*.

5. Pour tout réel z on note E, 'ensemble :

Ez = {X €M4,1(R) ‘ AX :ZX}

x
(a) Soit X = z € My, (R).
t
— On a:
cx+az+bt = cx
X €E, = AX = cX < cytbztat = cy . _4_g
dz = cz
dt = ct
car ¢ # d.
Ainsi :
T 1 0
_J)lv] . _ 0 1
E.= 0 ; o,y € R p = Vect ol 1o
0 0 0
En particulier £, est un sous-espace vectoriel de My ;(R).
1 0
La famille 8 o est génératrice de E. et libre (car formée de
0 0

deux vecteurs non-colinéaires) donc c’est une base de E..
— De méme :

cx+az+bt = dx

X € E)j <= AX = cX «— cy+bz+at = dy (:){(d—C)x:az—i-bt

dz = dz (d—=c)y=bz+at
dt = di
Ainsi (d # ¢) :
(a2 + b1)/(d — ¢) “ b
B, = (bz +at)/(d - c) ; z,t € R ) = Vect b ) N
z d_ ¢ 0
; 0 d—c

En particulier £, est un sous-espace vectoriel de My ;(R).

a b
La famille d E e g est génératrice de E, et libre (car for-
0 d—c

mée de deux vecteurs non-colinéaires) donc c¢’est une base de Fj.
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(b)

(c)

(d)

1 0 a b
0 1 b a
Notons C = B, U B,; = ol lol'la=cl> 0
0 0 0 d—c
Soit Aq,..., A\ € R. On a:
1 0 a b 0 ( /\1—|—a)\3+b)\4 =0
0 1 b a o 0 >\2+b)\3+a)\4 =0
Mlol 2 o] T8 laze| M o [T |0 = d—c)hs = 0
0 0 0 d—c 0 (d—c)\ = 0
( /\1 = 0
/\2 - 0
— A = 0 car d # c.
M = 0

\

Ainsi la famille C est libre. Or c’est une famille de cardinal 4 de M,;(R) et
dim(M,4;(R)) = 4.
Par conséquent, C est une base de M, (R).
L1
Soit i € [1,4] et notons M = (m; ;) et e, = | ... | le i-éme vecteur de la base
!
canonique de M, ;(R). Par définition de la base canonique :

[ Usij=i
7771 0 sinon

Alors en notant [Me;], la k-iéme coordonnée de Me; on a par définition du
produit matriciel :

4
[M@z]k = Zm;wmj = Mk;-

j=1
Donc :
my;
™Mo ;
M@i = .
ms,
My
qui est bien la i-éme colonne de M.
1 0 a b
01 b a . . .
Posons P = qui est bien inversible car ses colonnes sont

00 d=c O
00 0 d-ec
les éléments de C = (C1, ..., Cy) (cf question 5.(c)) qui est une base.

D’aprés la question précédente on a pour tout i € [[1,4] :

Pei:C'Z-
donc
cC; sit=1,2
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d’aprés5.(a).
Finalement pour tout 7 € [[1,4] :

d3%§$i:L2_{casM:L2

—1 _
P APe; {dPlQ sii=3,4 de; sii=34

car e; — Pilci.
D’aprés la question précédente, cela signifie que les colonnes de P~*AP sont

c 0 0 0

0 c 0 0

ol’toy)’td1’1o

0 0 0 d
c 000
=1 _OCOO
Donc: P AP = 00 d o
00 0 d
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