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Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — TD9

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Correction de ’exercice 1.

1. L’univers €2 est I’ensemble des parties de 2 piéces parmi les 10 : il est donc constitué
10
de (2> éléments.
On prend comme tribu P(£2) et comme probabilité la probabilité uniforme.
2. On a X(Q) ={0,1,2}.
— L’événement [X = 0] est réalisé si et seulement si les deux piéces tirées sont
. . . 7 I
tirées parmi les 7 piéces non défectueuses. Il y a donc (2) possibilités :
(3) 72l 21

P =00= 10y = o101 ~ 35

— L’événement [X = 1] est réalisé si et seulement si une piéce est tirée parmi
les 3 défectueuses et I'autre parmi les 7 piéces non défectueuses. Il y a donc

(I) (?) possibilités :

-0 2

— L’événement [X = 2| est réalisé si et seulement si les deux piéces sont tirées

3
parmi les 3 défectueuses. Il y a donc (2) possibilités :

Px 2= ) _ 3

10
2

N—"
B
ot

On obtient alors :

91 91 3 97
E(X)=0x = +1x=42x->=="
(X)=0x o4 1xm+2x 0w =g

Pour la variance, en utilisant la formule de Koenig-Huygens :

91 21 5 33
E(X?)=0"x = 4+1"x = +22x — = —
(X) =0 x X 2 X m =

puis
33 [27\° 45x33-27* 28
VX)=EX*)-EX)?P=—-(") =— 55— =",

(X) (X%) (X) 45 (45) 452 75
Correction de I’exercice 2. La variable aléatoire X compte le nombre de succés lors
de la répétition indépendante de n épreuves de Bernoulli dont le succés est « tomber sur
un nombre pair ».

1



Arnaud Stocker

Il s’agit donc d’une variable aléatoire de loi B(n,p) ou

1
p = P(« tomber sur un nombre pair ») = 5

En particulier,
n n

EX)=np=5 ; V(X)np(l—-p)= 7.

Correction de ’exercice 3. Soit p > 0. Pour tout £ € N, on pose :

pk

S

1. On a:
— Pour tout ke N: 0 <p, <1.

— Montrons que Z P converge et que sa somme vaut 1.
k>0
Pour tout k£ € N, on a

k k
p 1 p
(1+p) I+p\p+1

La série Z pr est donc un multiple de la série géométrique de raison
p
k>0
10, 1[. Elle est donc convergente et :

+oo 1 +oo D k 1 1
2 P=1y 1) Trriio= ot
k=0 P \P p

D’apreés le cours, il existe une variable aléatoire discréte X telle que :

VkeN, P(X =k =p.

2. La variable aléatoire X posséde une espérance si et seulement si la série E kpy. est
k>0
absolument convergente. Or il s’agit d’une série géométrique dérivée d’ordre 1 (& un

facteur constant prés) de raison € [0, 1]. Elle est donc absolument convergente

et X posséde bien une espérance :

k—1 1
Zpk 1+p22 (p+1) :(1fp)2<1_ p )2:])'

k=0 =)

De méme, X posseéde une variance si et seulement si la série E k*py. est absolument

k>0
convergente. Or pour tout k£ > 0 :

E*pk = k(k — 1)pg + kpy.




Arnaud Stocker

Il s’agit donc d’une combinaison linéaire d’une série géométrique dérivée d’ordre 1

et d’ordre 2 de raison € [0,1[. Elle est donc absolument convergente et X

posséde bien une espérance :

“+oo +00
E(X?) =Y kpr=> (k(k— pi + kpr)
k=0 k=0
pg +o0 D k—2
(1+p)? ,; (p+ 1)
2
D 2
- +
(1+p)3<1_ p >3 P
(1+p)
=2p* +p

puis par Koenig-Huygens :

V(X) =E(X?) —E(X)?=p*+p.

. . " a
Correction de P’exercice 4. On pose pour tout £ € N*, p, = =k
+oo
1. Comme a > 0, les pi sont tous positifs. Par ailleurs, la série Z e converge et donc,
k=1
+0o0
. . . 1
pour que Zpk vaille 1, il faut et il suffit que a = .
k=1 k=1 k2

Pour cette valeur de a, p = (px)ren+ est la loi d’une v.a. a valeurs dans N*.
2. On considére X une v.a. a valeurs dans N* ayant pour loi p. Elle admet une espérance

1
si et seulement si la série Z kpy = az — est (absolument) convergente. Ce n’est
k
k>1 k>1
pas le cas, il s’agit de la série harmonique et donc X n’admet pas d’espérance (finie).

Correction de D’exercice 5.
1. L’ensemble des valeurs possibles prises par X est [2r, +-o00].
2. (a) Notons G, le genre du n-iéme panda, plus précisément G,, = 1 si ¢’est un male,
0 si c’est une femelle.

Les (Gy)nen forment une famille de variables de Bernoulli de paramétre de
succes p. Si M, désigne le nombre de males capturés parmi les n premiers
pandas et F), le nombre de femelles on a :

Mn :zn:Gk et Fn :n—zn:Gk
k=1 k=1

Alors M, suit une loi B(n,p), F, suit une loi B(n,q).

(b) On a [X < n] =[M, > r]NI[F, > r|. En effet, [X < n] si et seulement si il
a fallu moins de n captures pour obtenir au moins r males et r femelles si et
seulement si parmi les n pandas capturés il y a au moins r femelles et » males.
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(¢) Donc

(X <n|=[M,>r|Nn—r>M,|=[r<M,<n-—r|.

n—r n
Done, pour n € N*, P(X < n) ( )pkqn_k et :

Remarque : une deuxiéme méthode par conditionneme

nt.

On calcule P(X = n) en conditionnant sur le genre G, du n-iéme panda at-

trapé.

Soit n > 2r. On a, par la formule des probabilités totales appliquée au SCE

[Gn = 0]7 [Gn - 1]7

P(X =n) =Pg,-11(X =n)P(G,, = 1) + Pig,—q(X = n)P(G,

avec P(G, =1)=pet P(G,=0)=¢q¢=1—p.
Or, on a les égalités d’événements (car n —r > r)

(X =n|N[G,=1=[M,=r|N[F,=n—1rNI[G,
M, =r]N[G, =1]
=M, =r—-1]n[G, =1]
et
(X =n]N[G,=0=[F,=r|N[M,=n—1r]N[G,
= [F,=7r]N[G, = 0]
=[F,1=r—1Nn[G, =0

:1]

Les variables aléatoires M,,_; et (G,, sont indépendantes et donc

P[anl} (X = n) = ]P[anl](Mn,l = 7“-1) = ]P)(Mn,1 = 7"—1) = (
et

n—1 _r
]P)[anl] (X = H)P(Gn = 1) = (r _ 1)prqn .

n—1
r—1

=0)

)prlqnl(rl)
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De méme,

n—1

3. (a) OnaP(X =n) = (Z: D (%)n_l.

i (Z:D (%)n_l =P(X>2r)=1

n=2r

(la convergence étant garantie par o-additivité).

(b) On a B -
”(Z—l):”m—% I(r—1)! _"”(:)'

Donc, pour tout N > 2r :

Z =nP(X =n)

S E00”
- 5 (7))

N+1 n—1
2r n—1 1
=2 272 Ej -
' ( ) * (7”+1 1) <2>

+oo n—1
n—1 1
et d’aprés la question précédente, la série g ( (r+1) 1) (5) converge
n=2(r+1) r

et sa somme vaut 1. Par conséquent, la série Z nP(X = n) est absolument

n>2r
convergente donc X posséde une espérance et :

E(X) = 2r ((2:) 272 4 1) .

Correction de I’exercice 6. 1. (a) La fonction Python :

import numpy.random as rd
def Simule_X(n,p):

X =0
for _ in range(n):
if rd.rand O<p:
X=X +1
else:
X =20

return X
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(b) Pour obtenir une estimation de E(X,) on répéte un grand nombre de fois
Simule_X(n,p) et on fait la moyenne des résultats obtenus (on suppose n et p
déja deéfinis) :

N = 1000
S =0
for _ in range(N):

S =S + Simule_X(n,p)
print (S/N)
2. X suit la loi de Bernoulli de paramétre p.
3. Soit n € N*.
(a) On a X, () = [0,n].
(b) Soit k € [1,n].
La seule facon d’étre en position k£ # 0 a l'instant n, c’est d’étre a la position
k — 1 l'instant précédent et d’avancer d’un pas.

Pmlus précisément, d’aprés la formule des probabilités totales avec le SCE
([Xn—l =k — ]_], [Xn—l 7& k — ]_]) on a .

P(Xn = k‘) = P[Xn_lzk—l](Xn = k?)IP)(Xn_l =k — 1) —+ P[Xn_17,gk_1] (Xn = k‘)P(Xn_l 75 k— 1)
— pP(Xp 1=k —1) +0.

(c) Comme X, est de support fini, elle posséde bien une espérance et on a

E(X,) = Zn: KP(X, = k) = Zn: KP(X, = k) = Zn:pm(xn_l =k—1)

= pip(k + 1)P(X,—1 = k)

= pE(Xn_l + 1)

= PE(X,—1) + -
(d) Lasuite (E(X,)),>1 est une suite arithmético-géométrique. Le point fixe associé
est ——. On vérifie que la suite (E(Xn) - L) est géométrique de
1—p 1=p/ >

raison p et on obtient pour tout n > 1:

1_n
p)+ p o p).
1—p

E(X) =" (ul_ i—p 1-p

Correction de ’exercice 7. Dans un royaume lointain, il fait rarement beau deux jours
de suite.

2
— Si un jour il fait beau, le lendemain il fait moche avec probabilité 3

— Siun jour il fait moche, il y une chance sur deux que la météo change le lendemain.

On note pour tout n > 1, la variable aléatoire valant 1 si au jour n il fait beau et 0 s’il
fait moche.
Enfin, pour tout n > 1 :




Arnaud Stocker

1. D’aprés la formule des probabilités totales avec le SCE ([ X,

1], [Xn—1 =0]) on

a:
IP)(X” — 1) — P[Xn—1=1] (Xn — 1)P(Xn_1 — 1) —|— P[Xn—1=0] (Xn — 1)P(Xn_1 — 0)
1 1
== —]P)(Xn,1 - 1) + —]P)(Xn,1 - O)
3 2
De méme :
P(Xn = 0) = P[Xﬂ,_lzl] (Xn = O)P(Xn_l = 1) + IP)[Xn—IZO] (Xn = O)P(Xn_l = 0)
2 1
=-P(X,.1=1)+=-P(X,_1 =0).
3 2
D’ou :
1 1
Zoin= |3 1| Z.
302
. -1 3
2. Soit P = ( 1 4).
- : : 1 14 =3
(a) On vérifie que P est inversible et que P =—=\_1 1)
= 0
(b) On trouve D= | ¢ :
0 1
3. (a) La fonction simul(n,meteo_init)
import random as rd
def simul(n,meteo_init):
X = meteo_init
for _ in range(l,n+1):
if == 1:
if rd.rand()<2/3:
X =20
else:
X =1
else

return X

if rd.rand () <1/2:
X 1

else:

(b) Pour une grande valeur de n, on répéte simul(n,1) un grand nombre de fois

et on fait la moyenne des résultats
de P(X,, =1).

4. Pour tout n € N*, on pose Y,, = P~'Z,.

obtenus : cela fournit une valeur approchée
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(a) D’aprés 1 et 2.b, on a pour tout n € N :
Yyi1 = P,y = P"YAZ, = P"'\PDP'Z, = DY,

Par une récurrence immeédiate, on obtient :

1 n
vneN, Y,=D"Y,= (_6) ) v
0 1

(b) On en déduit, en notant que pour tout n € N :
1 n
(13 (——) 0
Z, = PY, = ( 1 4> 6 Yo.

a

En notant Yy = (b

>0napourtoutn€N:
1 n

(13 (__) ‘
Zn_PYn_(1 4> 6

(c) Avec la question précédente, pour tout n € N* :

1\" \"
P(X,=1)=— (_6) a+3b ; P(X,=0)= (_6) a + 4b.
D’ou :
lim P(X,=1)=3b ; lim P(X, =0)=4b.
n—-+00 n—+00

De plus, pour tout n € N, on a :
PX,=1)+P(X,=0)=1

donc en passant a la limite :

1
3b+4b=1 cad b:?.

Finalement :
: 3 : 4
nETwP(X” =1)= 7 nl—l>r+nooP(X" =0)= =
Correction de ’exercice 8. Soit X — G(p), p €]0,1].
1. Soit k € N*.
00 +00
P(X >k)=P < U x = @]) = ) P(X =i) paro — additivité
i=k+1 i=k+1
400
= > pl—-pt
i=k+1

=pL—p)*> j=0"1-p)

p(1—p)*
1—(1-p)
=(1—-p’*
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2. Soit (k,£) € (N*)% On a

Pixsg(X > k+ () = P(X > Ek+N[X > 1)

P(X > 1)
— —P(;((;ﬁ—;)k) car [X > k+ (] C> (]
B (1 _p)k+f
(1=p)
=(1-p)"

Ainsi : P[X>g](X >k + é) = ]P)(X > ]C)
Correction de ’exercice 9. Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On
effectue une infinité de tirages avec remise.
1. Soit X; la variable aléatoire égale au rang de tirage de la premiére boule blanche.

(a) La variable X; donne le rang du premier succés lors d’une répétition d’une
infinité d’épreuves de Bernoulli indépendantes (tirages avec remise) dont le
succeés « obtenir une boule blanche » a probabilité

a
a+b
. . a
Donc X suit la loi G <a n b).
(b) On en déduit :
a+b L bla+b
B(x) =2 ey = e, Heth)
(z%5)

2. Soit X5 la variable aléatoire égale au rang de tirage de la deuxiéme boule blanche.

(a) On a X5(2) ={n € N | n > 2}. Soit n > 2. On note B; 'événement « obtenir
une blanche lors du ¢-éme tirage » et N; I’événement « obtenir une noire lors
du i-éme tirage ». On a alors :

n—1 n—1
(X, =n] = (BnﬂBkﬂ N Nj>
k=1 j=1,j#k

(I'indice k représente le tirage de la premiére blanche). Or, pour tout k,j €
[1,n — 1] avec j # k, on a par indépendance des tirages :

n—1 2 n—2
a b
P(B,N BN () Nj):(a+b> (a+b) .

i=1j#k

Donc, par o-additivité :

n—1 n—1

P(X;=n)=Y P(B.nBn ) Nj):(n—1)( ? )2( b )H.

k=1 j=1,j#k
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(b) La variable X, posséde une espérance si et seulement si la série ZnIP’(Xg =

n>2
n) est absolument convergente. D’aprés la question précédente, il s’agit d’un
b
multiple de la série géométrique dérivée d’ordre 2 de raison 0 < 0 < 1. Elle
a

est donc absolument convergente.

Par conséquent, X5 posséde une espérance et :

e inP(XQ — (aib)zfn(" -1 (aib)m

n=2
a 2 2
- (a+b) (1— )
2(a+0)
a

Correction de D’exercice 10.

1. I’événement N est pair se réécrit
N est pair = U2 {X = 2k}

On a donc

+oo
P(N est pair) = » P(X = 2k)
k=0

+oo )\Qk;

A
—° Z(%)!
k=0
1 “+o00 )\g + (_)\)g
=
— 5(%@*? 7

—_= 6_)\

)

(e ) =1+

DN | —
N — o

et soit en procédant de méme, soit en passant au complémentaire,
. . 1 —2)
P(N est impair) = 5(1 —e ).

Donc on a :
P(N est impair) < P(N est pair).
2. Tout d’abord,
P(N est pair, N > 1) = P(N est pair, N # 0)
= P(N est pair) — P(N = 0) = %(1 —e ) —et = %(1 —e )2

et donc

. P(N est pair, N > 1 1 B
Pvz1)(N est pair) = ( IP’(]E > 1) ) = eAE(l —e )2

10
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Ensuite, plus simplement
: - S 1 a1 - -2
P(N est impair, N > 1) = P(N est impair) = 5(1 —e ) = 5(1 —eMN(1+e)

et donc
P(N est impair, N > 1)
P(N >1)

= e”\é(l —e M) (L+e™)

IP>(N21)(N est impair) =

et finalement, sachant N > 1, la situation s’inverse
P(n>1)(IV est impair) > P(y>1)(/N est pair).
Correction de P’exercice 11. Dans chaque cas, justifier que Y posséde une espérance

et calculer E(Y).

1. Par linéarité, Y posséde une espérance et :
EY)=n—-E(X)=n—np=n(l—p).

2. D’apres le théoréme de transfert, Y posséde une espérance si et seulement si la série
Z 2"P(X = n) converge absolument.
n>0
Or pour tout n € N :
_on A= (20\)me A

2"P(X =n) = "

La série E 2"P(X = n) est donc une série exponentielle absolument convergente.
n>0
La variable aléatoire Y posséde donc une espérance donnée par :

+00 _
B (2\)me o

3. D’apres le théoréme de transfert, Y posséde une espérance si et seulement si la série
Z 2"P(X = n) converge absolument.

n>1
Or pour tout n € N* :

2'"P(X =n)=2"p(1 —p)" ' =2p(2 —2p)"" .
La série Z 2"P(X = n) est donc une série géométrique de raison 2 — 2p > 0 qui

n>0
converge absolument si et seulement si

1
2—2p<1<:>p>§.

1
Ainsi la variable aléatoire Y posséde une espérance si et seulement si 3 <p<let

dans ce cas elle est donnée par :

E(Y) =) 2p2-2p)""
n=1

11
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4. D’aprés le théoréeme de transfert, Y posséde une espérance si et seulement si la série

1
Z P(X = n) converge absolument.
= (n+1)

Or pour tout n € N :

1 n,—A
PX =n) = ¢
(n+1)!

1
La série E P(X = n) est donc une série exponentielle absolument conver-
n+1
n>0
gente.

La variable aléatoire Y posséde donc une espérance donnée par :

+0o0 _ _y) +oo
\e A e A >\n+1
By)=Y 2C_fiy A
“—~ (n+1)! A = (n+1)!
B 6,,\ +o00 )\k
TN Lk
k=1
A 0o L
_e (A
A k!
k=0
e Mer—1)
= —)\ i

Correction de ’exercice 12. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de
paramétre A > 0. Alors X posséde une espérance et un moment d’ordre 2 donnés par :

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a donc :
A
Va >0, P(X—-A>a) <.
a

Correction de I’exercice 13. 1. La fonction exponentielle est une bijection stricte-
ment croissante de R sur R* donc :

P(X,-p>e)=P(X,>2p+e)=P(nbX, >nb(p+e))

—P (enéyn > en@(ers)) )

2. La variable aléatoire e™®X" est positive et posséde une espérance (car elle est a
support fini) donc d’aprés I'inégalité de Markov :

E ( nGYn>
IP) (6"10771 > e'rL@(pJ,—g)) < e
— — ene(p—l—a) :

Or, on a :

n
enOYn — 69 S X — H e@Xi.
=1

12
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D’aprés le lemme des coalitions, les variables (eeX"')ie[[Ln]] sont mutuellement indé-
pendantes donc :

E (e”QY”> =E (ﬁ eex’) = ﬁE (eexi) .
i=1 i=1
De plus, d’aprés le théoréme de transfert on a :
Vi€ [1,n], E (") =pe’ +q.
Finalement, on a donc :
E (enm> = (pe’ +q)"

puis

E <€n0Y"> 0 n
e né(p+e) _ (pe + q) _ n(ln (Pee“"l)_@(l"’f))
P <6 >e ) < enfd(pte) o enfd(p+e) =€ (

13



