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Applications linéaires

1 Applications linéaires, noyau, image

Exercice 1. Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires. Pour chaque
application linéaire trouvée, déterminer son noyau et son image en en donnant une famille
génératrice.

1. R → R : x 7→ 2x2.

2. R → R : x 7→ 4x− 3.

3. R2 → R2 : (x, y) 7→ (y, x).

4. C(R,R) → C(R,R) : f 7→ (t 7→ f(t)

1 + t2
).

5. R2 → R : (x, y) 7→ 3x+ 5y.

6. R2 → R2 : (x, y) 7→ (−x, y).
7. R2 → R : (x, y) 7→ xy.

Exercice 2. Montrer que les applications suivantes sont linéaires et déterminer leur noyau
et image en en donnant une base. Dire s'il s'agit d'application injective, surjective, d'en-
domorphisme, d'isomorphisme, d'automorphisme

1. L'application h dé�nie sur R2[X] par

∀P ∈ R2[X] h(P ) = XP (X + 1)− (X + 1)P (X).

2. L'application ψ dé�nie sur M2(R) par

∀X ∈ M2(R) ψ(X) = AX −XB

où A =

(
2 1
0 −1

)
et B =

(
0 0
1 0

)
.

Exercice 3. Soit E = C∞(R,R). Pour tout f ∈ E, on note u(f) la fonction dé�nie sur R
par :

∀x ∈ R, u(f)(x) = f ′(x)− cos(x).f(x).

1. Montrer que u : f 7→ u(f) est un endomorphisme de E.

2. Déterminer son noyau.

3. Montrer qu'elle est surjective.

Exercice 4.

1. Soit

φ :C(R,R) −→ C1(R,R)

f 7−→
(
x 7→

∫ x

0

f(t)dt

)
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(a) Montrer que φ est linéaire.
(b) Déterminer son noyau et son image.
(c) Montrer que φ : C(R,R) −→ Im(φ) est un isomorphisme dont on donnera la

bijection réciproque.

2. Soit

φ :RN −→ RN

(un)n∈N 7−→ (un+1)n∈N

(a) Montrer que φ est linéaire.
(b) Déterminer son noyau et son image.

Exercice 5. Soient E un espace vectoriel et u, v deux endomorphismes de E qui com-
mutent, ie :

u ◦ v = v ◦ u.

1. Montrer que pour tout k ∈ N, uk ◦ v = v ◦ uk.
2. Montrer que pour tout entier naturel n :

(u+ v)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
uk ◦ vn−k.

2 Avec le théorème du rang

Exercice 6. Soient n ≥ 3 et b ∈ R. On considère l'application :

φ :Rn[X] −→ Rn[X]

P 7−→ (X − b)(P ′ + P ′(b))− 2(P − P (b)).

1. Véri�er que φ est bien dé�nie (c'est-à-dire bien à valeurs dans Rn[X]) et est un
endomorphisme de Rn[X].

2. Soit F = {P ∈ Rn[X] | ∃Q ∈ Rn[X] P = (X − b)3Q}.
(a) Justi�er que F = {P ∈ Rn[X] | ∃Q ∈ Rn−3[X] P = (X − b)3Q}.
(b) Déterminer une base et la dimension de F .
(c) Montrer , en étudiant φ(P )′′, que Im(φ) ⊂ F .
(d) Montrer de même que ker(φ) ⊂ R2[X].
(e) Déterminer noyau et image de φ.

Exercice 7. Soit f l'application dé�nie par

f : M3(R) −→ R3a b c
d e f
g h i

 7−→ (a+ e+ i, c+ e+ g, a+ c+ g + i).

1. Montrer que f est linéaire.

2. Sans calcul, justi�er que f n'est pas injective.
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3. Déterminer une base de ker(f) et sa dimension.

4. En déduire que f est surjective.

Exercice 8. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et f ∈ L(E) une application non
nulle telle que f 2 = 0.

1. Montrer que Im(f) ⊂ ker(f).

2. Montrer que dim(ker(f)) ≥ 2. En déduire que rg(f) = 1.

Exercice 9. Soit E = R4 et F = R2. On considère :

H = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x = y = z = t}.

Peut-on trouver une application linéaire de E dans F dont H est le noyau ?

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. la dimension de E est paire,

2. il existe f ∈ L(E) tel que ker(f) = Im(f).

Exercice 11. Soit n ∈ N∗. Démontrer que pour tout P ∈ Rn[X] il existe un unique
Q ∈ Rn[X] tel que :

P =
n∑

k=0

Q(k).

3 Représentation matricielle

Exercice 12. Soit E = C∞(R,R). On considère les fonctions suivantes, de R dans R,
dé�nies par les formules

p(x) = ex cos(x) ; q(x) = ex sin(x) ; r(x) = e−x cos(x) ; s(x) = e−x sin(x).

1. Montrer que ces quatre fonctions forment une famille libre dans l'espace vectoriel
E.
On note F le sous-espace vectoriel engendré par ces quatre fonctions.

2. On désigne par D : E → E l'application f 7→ f ′. Montrer que D, restreinte au
sous-espace F , est un endomorphisme.

3. Écrire la matrice M de la restriction de D à F , dans la base (p, q, r, s).

4. Calculer l'inverse de M , et en déduire une primitive de

f : x 7→ ex(2 cos(x) + sin(x)) + e−x(cos(x)− sin(x)).

Exercice 13. Soit A =

(
1 2
−2 1

)
. On considère l'application φ dé�nie par :

φ : M2(R) −→ M2(R)
M 7−→ AM −MA.

1. Montrer que φ est un endomorphisme de M2(R).
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2. Écrire la matrice C de φ dans la base canonique de M2(R).
3. Déterminer le noyau de φ à l'aide de la matrice C. En déduire rg(φ).

4. On note C l'ensemble des matrices qui commutent avec A, c'est-à-dire l'ensemble
des matrices M telles que AM =MA.

(a) Montrer que C est un espace vectoriel.
(b) Déterminer une base de C.

Exercice 14. Soit f l'endomorphisme de R2[X] dont la matrice dans la base canonique
de R2[X] est

M =

 2 0 −1
0 1 0
−1 0 2

 .

1. Déterminer le noyau et l'image de f .

2. (a) Montrer que la famille (X,X2 + 1, X2 − 1) est une base R2[X].
(b) Déterminer la matrice M ′ de f dans cette base.
(c) Déterminer une matrice P telle que M ′ = P−1MP .

Exercice 15. Soit n ∈ N∗. On considère la matrice A de Mn+1(R) dé�nie par :

A =



1 1 1 · · · · · · 1
0 1 2 · · · · · · n

0 0 1 · · · · · ·
(
n

2

)
...

. . . . . .
(
j − 1

i− 1

)
...

...
. . . . . .

...
0 · · · · · · · · · 0 1


.

1. Justi�er que A est inversible.

2. Soit f l'endomorphisme de Rn[X] dé�ni par : ∀P ∈ Rn[X], f(P ) = P (X + 1).

(a) Déterminer la matrice de A dans la base canonique.
(b) Justi�er que f est bijective et déterminer son inverse.
(c) En déduire A−1.

Exercice 16. Soient (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 deux à deux distincts. On note φ l'application :

φ : Rn[X] −→ Rn+1

P 7−→ (P (a0), . . . ,P(an)).

1. (a) Montrer que φ est linéaire.
(b) Déterminer son noyau et en déduire que φ est un isomorphisme.

2. Déterminer la matrice de φ dans les bases canoniques de Rn[X] et Rn+1.

3. On considère la famille suivante (voir TD6 exercice 5) :

∀i ∈ J0, nK, Li(X) =
n∏

k=0
k ̸=i

X − ak
ai − ak

.
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(a) Montrer que (L0, . . . , Ln) est une base de Rn[X].
(b) Déterminer la matrice de φ dans la base (L0, . . . , Ln) et la base canonique de

Rn+1.
(c) En déduire pour tout (x0, . . . , xn) ∈ Rn+1, un polynôme P tel que

φ(P ) = (x0, . . . , xn).

Exercice 17. Soit f l'endomorphisme de R2[X] dont la matrice dans la base canonique
est

M =

1 4 2
0 −3 −2
0 4 4


1. Montrer que la famille C = (1, X − 2X2, 1− 2X +X2) est une base de R2[X].

2. Déterminer la matrice de f relativement à la base C par la formule de changement
de base.

Exercice 18. Soit n ∈ N∗. On se place dans l'espace vectoriel Cn et on considère la base
F = (e0, . . . , en−1) appelée base de Fourier et dé�nie par :

∀k ∈ J0, n− 1K, ek = (1, e2iπ
k
n , e2iπ

2k
n , . . . , e2iπ

(n−1)k
n )

(ici i est le nombre complexe bien connu, pas un indice entier !)

1. Donner F , la matrice de passage de la base canonique de Cn à la base F , et, après
avoir calculé tFF ,donner son inverse.

2. On se donne un vecteur a ∈ Cn et on considère une matrice A carrée d'ordre n,
indicée par J0, n− 1K× J0, n− 1K dont le coe�cient à la place (k, ℓ) est ak−ℓ lorsque
k ≥ ℓ et an+k−ℓ lorsque k < ℓ.

(a) Représenter schématiquement une telle matrice A. On appelle une telle matrice
une matrice cyclique, pourquoi ?

(b) On considère l'endomorphisme de E dont la matrice par rapport à la base
canonique est A. Calculer directement sa matrice dans la base F .

(c) Quelle relation matricielle donne le calcul e�ectué dans la question précédente ?
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