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Mathématiques — TD10

APPLICATIONS LINEAIRES

1 Applications linéaires, noyau, image

Exercice 1. Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires. Pour chaque
application linéaire trouvée, déterminer son noyau et son image en en donnant une famille
génératrice.

1. R=>R:xw— 222

2. R—>R:z+— 4x— 3.

3. R? 5 R%: (x,y) — (y,2).
f(@)
1+t

4. C(R,R) - C(R,R) : f — (t — ).

5 R? = R: (2,9) — 3z + 5y.
6. R? » R*: (2,y) — (—,y).
7. R = R: (z,9) = zv.
Exercice 2. Montrer que les applications suivantes sont linéaires et déterminer leur noyau

et image en en donnant une base. Dire s’il s’agit d’application injective, surjective, d’en-
domorphisme, d’isomorphisme, d’automorphisme

1. L’application h définie sur Ry[X] par
VP e Ro[X] A(P)=XP(X +1)— (X + 1)P(X).
2. L’application ¢ définie sur My(R) par

VX € My(R) (X)=AX — XB

. (21 (00
ouA—(O _1)etB—(1 O>'

Exercice 3. Soit £ = C*(R,R). Pour tout f € F, on note u(f) la fonction définie sur R
par :
Ve eR, u(f)(z) = f(z) — cos(z).f(z).
1. Montrer que u : f — u(f) est un endomorphisme de FE.
2. Déterminer son noyau.

3. Montrer qu’elle est surjective.

Exercice 4.
1. Soit

¢ C(R,R) — C'(R,R)

fr— (x > /Ox f(t)dt)
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(a) Montrer que ¢ est linéaire.
(b) Déterminer son noyau et son image.

(¢) Montrer que ¢ : C(R,R) — Im(p) est un isomorphisme dont on donnera la
bijection réciproque.

2. Soit

@ R — RY
(un)nEN — (un-l-l)nEN

(a) Montrer que ¢ est linéaire.

(b) Déterminer son noyau et son image.

Exercice 5. Soient F un espace vectoriel et u, v deux endomorphismes de E qui com-
mutent, ie :
UoOvV =vou.

1. Montrer que pour tout k£ € N, uF ov =vou

2. Montrer que pour tout entier naturel n :

(u+v)" = (Z) uf o™,

2 Avec le théoréme du rang

Exercice 6. Soient n > 3 et b € R. On considére I'application :

¢ R, [X] — R,[X]
Pr—— (X =b)(P' + P'(b)) —2(P — P(b)).
1. Vérifier que ¢ est bien définie (c’est-a-dire bien a valeurs dans R,[X]) et est un
endomorphisme de R, [X].

2. Soit F'={P € R,[X]|3Q eR,[X] P=(X-0)>Q}.

(a) Justifier que F = {P € R,[X] | 3Q € R, 3[X] P = (X —0)°Q}.

(b) Déterminer une base et la dimension de F.

(¢) Montrer , en étudiant p(P)", que Im(p) C F.

(d) Montrer de méme que ker(y) C Ro[X].

(e) Déterminer noyau et image de .

Exercice 7. Soit f 'application définie par

f : Mg(R) — R?’

a b c
d e fl—(at+e+i,ctetg,atc+g+i).
g h 1

1. Montrer que f est linéaire.

2. Sans calcul, justifier que f n’est pas injective.
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3. Déterminer une base de ker(f) et sa dimension.

4. En déduire que f est surjective.
Exercice 8. Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) une application non
nulle telle que f? = 0.

1. Montrer que Im(f) C ker(f).

2. Montrer que dim(ker(f)) > 2. En déduire que rg(f) = 1.

Exercice 9. Soit £ = R* et F' = R% On considére :
H={(z,y,2,t) ER* |z =y =2=1t}.
Peut-on trouver une application linéaire de E dans I’ dont H est le noyau ?

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. la dimension de E est paire,
2. il existe f € L(F) tel que ker(f) = Im(f).

Exercice 11. Soit n € N*. Démontrer que pour tout P € R,[X] il existe un unique

Q € R,[X] tel que :
P=>"Q".
k=0

3 Représentation matricielle

Exercice 12. Soit £ = C*(R,R). On considére les fonctions suivantes, de R dans R,
définies par les formules

p(z) =e"cos(x) ; q(x)=¢€"sin(z) ; r(z)=e "cos(x) ; s(x)=e "sin(x).

1. Montrer que ces quatre fonctions forment une famille libre dans 'espace vectoriel
E.

On note F' le sous-espace vectoriel engendré par ces quatre fonctions.

2. On désigne par D : E — E lapplication f — f’. Montrer que D, restreinte au
sous-espace F', est un endomorphisme.

3. Ecrire la matrice M de la restriction de D & F, dans la base (p,q,r, s).

4. Calculer 'inverse de M, et en déduire une primitive de

fax—e®(2cos(x) +sin(x)) + e “(cos(x) — sin(x)).

Exercice 13. Soit A = ( 1 2). On considére 'application ¢ définie par :

-2 1

v My(R) — M3(R)
M +— AM — MA.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Mjy(R).
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2. Ecrire la matrice C de ¢ dans la base canonique de My(R).
3. Déterminer le noyau de ¢ a I’aide de la matrice C. En déduire rg(y).

4. On note C 'ensemble des matrices qui commutent avec A, c’est-a-dire I’ensemble
des matrices M telles que AM = MA.

(a) Montrer que C est un espace vectoriel.
(b) Déterminer une base de C.

Exercice 14. Soit f I'endomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base canonique
de Ry[X] est

2 0 -1
M=10 1 0
-1 0 2

1. Déterminer le noyau et 'image de f.

2. (a) Montrer que la famille (X, X% + 1, X? — 1) est une base Ry[X].
(b) Déterminer la matrice M’ de f dans cette base.
(¢) Déterminer une matrice P telle que M’ = P~*MP.

Exercice 15. Soit n € N*. On considére la matrice A de M,,1(R) définie par :

0 «vr eee e 0 1
1. Justifier que A est inversible.
2. Soit f I'endomorphisme de R,,[X] défini par : VP € R,[X], f(P) = P(X +1).

(a) Déterminer la matrice de A dans la base canonique.

(b) Justifier que f est bijective et déterminer son inverse.
(¢) En déduire A",

Exercice 16. Soient (aq, ..., a,) € K" deux a deux distincts. On note ¢ I'application :
¢ R, [X] — R
P+— (P(ap),...,P(ay,)).

1. (a) Montrer que ¢ est linéaire.
(b) Déterminer son noyau et en déduire que ¢ est un isomorphisme.
2. Déterminer la matrice de ¢ dans les bases canoniques de R, [X] et R™*,

3. On considére la famille suivante (voir TD6 exercice 5) :

n

X —
vieonl, Lix)=]]*— Z’“
]2;0 i k
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(a) Montrer que (Lo, ..., L,) est une base de R, [X].

(b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base (Lo, ..., L,) et la base canonique de
R,
(¢) En déduire pour tout (zo,...,x,) € R"™, un polynome P tel que

o(P) = (xg,...,xy).

Exercice 17. Soit f I'endomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base canonique
est

1 4 2
M={0 -3 -2
0 4 4

1. Montrer que la famille C = (1, X — 2X? 1 —2X + X?) est une base de Ry[X].

2. Déterminer la matrice de f relativement a la base C par la formule de changement
de base.

Exercice 18. Soit n € N*. On se place dans 'espace vectoriel C" et on considére la base
F = (ep,-..,e,_1) appelée base de Fourier et définie par :

Vk’ & IIO”]’L — 1]]’ ep = (17621;71'%7622'71'%’ o 7621'71'@)

(ici 7 est le nombre complexe bien connu, pas un indice entier!)

1. Donner F', la matrice de passage de la base canonique de C™ a la base F, et, aprés
avoir calculé "FF donner son inverse.

2. On se donne un vecteur a € C" et on considére une matrice A carrée d’ordre n,
indicée par [0,n — 1] x [0, 7 — 1] dont le coefficient & la place (k, ) est ax_, lorsque
k>0 et a, ¢ lorsque k < /.

(a) Représenter schématiquement une telle matrice A. On appelle une telle matrice
une matrice cyclique, pourquoi ?

(b) On considére 'endomorphisme de E dont la matrice par rapport a la base
canonique est A. Calculer directement sa matrice dans la base F.

(c) Quelle relation matricielle donne le calcul effectué dans la question précédente ?
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