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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la préci-
ston des raisonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.
Les résultats, étapes importantes, . ..doivent étre mis en valeurs.

Exercice 1 (d’aprés Oral Agro-Veto 2024)

Soit n € N*. On considére application ® définie sur R, [X]| (avec n un entier fixé non
nul) par :
®:P(X)— P(X+1)— P(X).

Dans la suite, un élément de R,,[X]| pourra étre noté P ou P(X).
Pour tout k entier non nul, on note ® la composée k-ieme de @, i.e. P* =P o---0 .
———

k fois
Par exemple, si P € R,[X] alors ®*(P) = ® o ®(P) = &(®(P)).

1. (a) Montrer que ® est une application linéaire. Soit (P, Q) € R, [X] et soit A € R.
On a alors :

P+ AQ)=(P+AQ)(X +1)—(P+2Q)(X)
=P(X+1)+AQ(X +1) - (P(X) + A\Q(X))
=P(X +1) - P(X)+ MQ(X) - Q(X +1))
= O(P) + \0(Q).
Ainsi : Y(P,Q) € R,[X]? VA € R, ®(P + \Q) = ®(P) + A\®(Q). Donc & est
linéaire.
Par ailleurs il est clair que deg(P(X + 1)) = deg(P) donc
deg(®(P)) < max(deg(P),deg(P(X + 1)) < n.

L’application ® est une application linéaire définie sur R,[X] & valeurs dans
R,[X], ¢’est donc un endomorphisme de R,,[X].

(b) Soit k € [1,n]. D’aprés la formule du bindme de newton on a :

(X + 1) = i (f)x

=0
) k k k — k
XM =(X+1F-X :;(Z)X
De plus,
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k
(c) Soit P = Z a; X" avec ay # 0 un polyndéme de degré k > 1. Par linéarité de ®

i=0
on a donc :
k k-1
O(P) = a;(X') = (X*) + Y a;d(X7)
i=1 i=1
k-1
avec deg (Z aiq)(Xi)> <k —2. Ainsi :
i=1

deg(®(P)) = deg(ar®(X*) =k —1 car
car a, # 0 et deg(®(X*)) = k — 1 par la question précédente.
En particulier, on a montré :

deg(P) > 1 = deg(®(P)) > 0= O(P) #0
puisque le degré du polynéme nul est —oo.
Par contraposée, ker(®) C Ro[X].
Réciproquement, il est clair que Ry[X] C ker(®).
Ainsi ker(®) = Ro[X].

Toujours d’aprés la question précédente, on sait que Im(®) C R,,_1[X].
Or d’apreés le théoréme du rang, on sait que :

n + 1 = dim(ker(®)) + dim(Im(®)) = 1 + dim(Im(P))

donc dim(Im(®)) = n.
Ainsi Im(®) est un sous-espace vectoriel de R,,_;[X] de dimension n = dim(R,,_;[X])
donc Im(®) = R, [X].

(d) On a vu que pour tout k € [1,n], on a

P(XH) = (X +1)F - XF = ki (k> X

- 1
=0

Ainsi la matrice recherchée est :

HOENG
()

00 O 0 0
(e) Soient P et @ deux éléments de R, [X] tels que $(Q)) = P. On a donc :
P(X) = QX +1) - Q(X).

Alinsi, par télescopage on obtient :

n

D P(i) =D (Qi+1) = Qi) = Q(n +1) = Q(0).

=0
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2. On consideére la famille (H;);c[o,n) de R,[X] définie par Hy = 1 et pour chaque entier

7 non nul :
i1

X(X-1)..(X—i+1) 1
Hy(X) = g = 5H(X—k:).
' " k=0
(a) Pour tout i € [0,n], deg(H;) = i. La famille (H;);c[o,n) est une famille éche-
lonnée de n + 1 polynomes de R, [X]. Comme dim(R,[X]) =n + 1, c’est donc
une base de R, [X].

(b) Soit 7 un entier entre 2 et n. On a

B(H,)(X) = Hi(X +1) — Hi(X) = Zl' TTx +1- 0 % TTox -
- 1,<X (k1) - 1,<X k)
-2 ﬁ(x— (k-1) - Z.—ll:w—k)
ERERY S
=§<X+1—<X—<z'—1>>>:<x—k>

. 1—2
1
=5 [I(x =%
k=1
= H;, 1(X).
De plus, ®(Hy) = &(X) = 1 = H.

(c) D’aprés la question précédente, et compte tenu que ®(Hy) = 0 la matrice
recherchée est :

o O
- O =
= O
o O

o o
o o
oo
oo
o -

(d) Par récurrence finie.
— Initialisation : ®(H;) = Hy = 1 d’aprés la question précédente.
— Héreédité : soit i € [1,n — 1] et supposons ®'(H;) = 1. D’aprés la question
précédente :

O (Hip) = OY(P(Hipa)) = O(H,) = 1.

— Conclusion : pour tout i entier entre 1 et n, ®'(H;) = 1.




Arnaud Stocker

(e) Soit P un polynome de R, [X]. Comme (Hy, ..., H,) est une base de R, [X], il
existe des réels ax, k € [0, n] tel que

n

P(X) = apHy(X).

k=0
Comme H;(0) = 0 pour tout i > 1, on a :

n

P(0) = apH;(0) = agHy(0) = aq.
k=0

Pour ¢ un entier fixé entre 1 et n, on a par linéarité :

- zn:a’fq)g(Hk Zak@f Hy) + a,®(Hy) + Z a,® (Hy,)

k=0 k=(+1
-1

_Za (I)e K @k(Hk))+ag+ Z arHy_,
k=0 k=0(+1
/—1 n

= Z akq)é—k<1) + ap + Z apHyp_p
k=0 k=0+1

=0+ar+ Z apHp—y car ®(1) =0
k=0+1
n—~¢

=ap+ E Ao Hy.
k=1

Ainsi, comme 0 est racine de H,, ..., H, : a, = ®*(P)(0).
On a donc bien : .
= O(P)(0)Hu(X).
k=0

3. En Python, un polynome de R,,[X] est codé en listant ses n+ 1 coefficients par ordre
croissant de degré.

Par exemple, dans Ry[X], P = 5X*—2X +3 sera représenté par la liste [3,-2,0,5,0].

(a) Soit P = Z arpX". Alors :
k=0

P = iaka“ - aiaka
n+1

—Zak (XF —aZaka

= a, X" + Z(ak—l — aap) X* — aag.
k=1

On en déduit le programme :
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def poly(L,a):
Lnew = [0 for k in range(len(L)+1)]
Lnew [0]=-axL[0]
Lnew[len(L)]=L[len(L)-1]
for k in range(l,len(L)):
Lnew[k]=L[k-1]-ax*L[k]
return Lnew

1
(b) On utilise le fait que H, . = ?(X — n)H,, pour implémenter une pro-
n

gramme récursif.
def H(n):

if n == 0:

return [1]
else

return [1/n*x for x in poly(H(n-1),n-1)]
4. Soit Y une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0.

1 ’ < 2, < N
2 = 5 —1).
(a) On a H. 2X(X 1). D’aprés le théoréme de transfert Ho(Y') posséde une
(k—1)e N\
k!

est absolument conver-

k
espérance si et seulement si la série E

k>0
gente.

Comme la série est a termes positifs, la convergence absolue et la converge sont
équivalents.

Soit n € N. On a

k(k—1) e N Kk(k—1) e\ er T Nk
2 2 k! =2 2 k! _7;(15—2)!

k=0 ' k=2
o= T2 42
T2 &y
=0
Ae A 2N
T2 o
=0
On reconnait une somme partielle d’'une série exponentielle de paramétre A
k(k—1) e A\F
convergente. Ainsi la suite des sommes partielles de Z ( ) I est
k>0 ’
k(k—1)e \F
convergente donc Z ( 5 ) X est (absolument) convergente.

k>0
La variable Hy(Y') posséde donc une espérance et :

Ne A IR N 2

E(Hx(Y)) = — >, n= g

(b) Comme Hy =1 les coordonnées de 1 dans la base (Hy, Hy, H2) sont (1,0,0).
Comme H; = X les coordonnées de X dans la base (Hy, Hy, Hs) sont (0,1,0).
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1
Comme Hy = §X(X— 1) les coordonnées de X? dans la base (Hy, H,, Hy) sont
(0,1,2).
(c) On a par la formule de Koenig-Huygens :
)\2

V(Y)=EY?) -E(Y)? =E(Y +2H,(Y)) - E(Y)? = A + 25 - M=\

Exercice 2 (d’aprés Oral Agro-Veto 2022)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R et suivant la loi
exponentielle de parameétre 1.
On pose T'= max(X,Y).

1. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0, 1]. La fonction python donnée
simule Z = —1In(U) et il s’agit donc de vérifier que Z suit la loi exponentielle de
paramétre 1.

On va déterminer sa fonction de répartition pour le vérifier : soit x € R.

Fp(z) =P(Z <z)=P(—In(U) <z)=PU >e").

Comme le support de U est [0, 1] alors :

— siz <0alorse ™ >1donc P(U>¢e)=0;

—siz>0alorse *<ldoncP({U>e®)=Ple*<U<1)=1—¢e".
Ainsi :
0 siz <0

Ve eR, FZ(”:):{ 1—e siz>0

On reconnait donc bien la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre
1.

2. (a) SoitteR. On a:

Frt)=P(T <t)=P([X <t|Nn[Y <)
=P([X <t)P([Y <t]) par indépendance
= Fx(t)Fy (t)
= Fx(t)”

(b) La fonction Fr est continue sur R car Fy l'est et de classe C' sur R\{0,1} car
Fx Dest.
Donc T est a densité. De plus, pour tout ¢ # 0 on a :

0 siz <0
Fr(t) = 2% (1) Fx(t) = { 2¢7(1—e®) six>0 "

En particulier, la fonction f définie ci-dessous est une densité de T :

0 six <0
VEER, f(t)_{ 27 (1—€e7") siz>0 "
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Comme P(T = 0) = 0, on admet qu’on peut définir la variable aléatoire W = T

3. D’aprés le théoréme de transfert, la variable W admet une espérance si et seulement
si lintégrale /+OO Ef(x)dx converge absolument (ot f est la fonction définie a la
question précéagilte).

Or
0

— l'intégrale généralisée / — f(x)dx converge absolument et est nulle car = —
x

— 00

1
_f(a:) est nulle sur ]0, +o00[;

+o0 +o00 e% _ 2
— / —f Ydx = 2/ ———dx et 'intégrande est positif de sorte que
x

la convergence absolue et la converge de cette intégrale sont équivalentes.

Donc finalement, la variable aléatoire W admet une espérance si et seulement si
lintégrale [ = 2 /+OO 6t_fe%olt converge.
4. (a) On étudie laofonction g:ur— e’ — (1+u) quiest dérivable sur R :
Vu e R, ¢'(u)=e"—1.

On en déduit :

U —00 0 +00
Signe
de g/(U) - O +
Variationq \ /
de g 0

Cela montre que : Yu € R, g(u) > 0.
Autrement dit pour tout réel u, e“ > 1+ u.
(b) Soit t > 0. En appliquant la question précédente avec u = —t, on a :

t>1—t

ou encore :
t>1—et.

En factorisant le membre de droite par e’ il vient :
t>el(e™ —e?).

Puis en divisant membre & membre par te! > 0 :

Enfin, il est clair, par croissance de la fonction exponentielle, que le membre
de droite est positif.

Ainsi:Vt >0, 0< % <t
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+oo
(c) On sait que / e tdt est convergente donc avec la question précédente, le
0
théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions continues positives
permet de conclure que I est convergente.

5. On admet que les intégrales de [’égalité sont bien convergentes.

Soit # > 0. La fonction u : t — 2t est de classe C' et strictement croissante sur
[z, +oo[ et u([z, +00]) = [2x, +00[. Comme on admet la convergence des intégrales,
en effectuant le changement de variable dans la premiére intégrale on a :

+o0 —2t +oo —u(t) +oo —u(t)
© = ¢ = ¢ 2dt
. 1 O o ult)

2

6. Soit z > 0. Par la relation de Chasles :

2 -2t +oo [ —2t +oo [ —2t
e e e
/ €= / € - / S
T 13 x 13 2x 13

400 e—t +oo 6_2t
= / —dt — / Tdt (par la question précédente)
2 2

T t T

+oo —t —2t
(& — €
= / -
2 t
Donc :

2w 2t +oo -t _ -2t oo —t _ -2t
lim 2/ € gt) =2lim € T° n= 2/ € T° w—1.
z—0 - t z=0 [y t 0 t

7. Maintenant, en reprenant la question 3, le théoréme de transfert permet de conclure
avec 4.c) que W posséde une espérance et que :

E(W) = 1.

Montrons que I = 21In(2).
Soit > 0. On a par décroissance de la fonction ¢ — e~ sur [z,2z] :

2072 Qe 9ew
< <
t -t T

Vit € [z, 2],

En intégrant sur [z, 2z] on obtient, par croissance de I'intégrale :

2 —2 2z —2t 2 —x
2 2 2
/ C _dt< / C _dt< / ° .

2x 2672:5
/ it = 2% (In(2r) ~ In(x)) = 2In(2)e >
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et

/ ’ 26: dt = 2¢7"(In(2z) — In(x)) = 2In(2)e™".

On en conclut que pour tout x > 0 :
2z -2t

21n(2)e 2" < 2 / ert < 2In(2)e "

T

En faisant tendre x vers 0 on obtient par le théoréme des gendarmes :

2z 6721‘/
lim 2/ ——dt = 21n(2)
z—0 - t

ce qui permet de conclure avec la question précédente.




