Arnaud Stocker

Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — TD12

COUPLES DE VARIABLES DISCRETES

Correction de ’exercice 1.
1. On a X(Q) =[1,4] et Y(Q) = [2,8].
On note aussi Z la variable aléatoire donnant la valeur du dé rouge de sorte que
X+7Z=Y.
Alors par indépendance des deux dés :

1
P(le,YzQ):P(le,Zzl):P(X:I)P(Zzl):E.
De méme on obtient :
JjEeY(Q)
i€ X(Q) 3 4 5 6 7 8
T T T T
1 i I I
16 116 | 16 | 16 0 0 0
) o | Z[L[X1L1o]o0
16 1 16 | 16 | 16
3 olol|=[2Z1211]0
16 116 116 116 :
4 [l I I
0 0 0 16 1 16 1 16 1 16

2. D’apres la formule des probabilités totales appliquées avec le systéme complet d’évé-
nements ([X = ]),cp; 4 on a:

Vi e [2,8]. P(Y:j):ZP(X:z‘,Y:j).

Ainsi :
TeYQ) 2 [ 3[4 1516738
. 1 1 3 1 3 1 1
PO=) |1 | 5 || 5|2 5|
16 | 8 116 1 4 1161 8 | 16
3. Pour tout i € [[1,4] on a :
. P(X=iY=5 ,
Py_5(X =1i) = (P(Y:E)) ):4XP(X:Z,Y=5).
Ainsi :
iexX(Q) | 1234
1 1 1 1
Py_s(X=4)| = | = | ==
=X =D 31717113

Correction de I’exercice 2. On sait que X(Q2) = Y (Q2) = N et pour tout £k € N et
tout 2 € Non a:

k\ . .
k i1 _ k=i s s
P(X =k) = e—A—zl et Py_(Y =i) = (Z-)P (L=p)"" sii<k
’ 0 si1 > k.
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1. Soit (k,i) € N2, Alors :

MR |
A7 i1 _ k1t S
P(X=kY =i)=P(X =k)Px_y(Y =i) =4 ¢ & (i)p(l Pyt stk
0 sii > k.

2. La famille ([X = kJ), . est un systéme complet d’événements de probabilités non
nulles donc pour tout ¢ € N on a, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(Y =)= Py (I = i)) P (X = k)

=0 si i>k
o0
=Y Px=y (Y =) P([X = k)
k=1
+oo
o k 7 k—i _—M\
k=1
igi 190 \k—i —i
_ NP N T )
i LT (k=)
i T 3 j
_ e_,\>\p )‘](1 —p)]
7! = 7!

oll on obtient la derniére ligne en faisant le changement de variable j = k£ —i. On
reconnait la somme d’une série exponentielle :

Py =) = e 2 0n e-xp(%z?) |
2! Al

Donc Y suit la loi P(Ap).
3. On a pour tout n € N :

1
—A m n—myn _Ap\y—m, —m :
e —————p" (1 =p)" "N ePXT"p " m! sin>m
Pry—m)(X =n) = ml(n —m)!

0 sinon
1

e_(l_p)A—'(l —p)"TMATT™ sim <n

0 sinon

et donc la loi de X —m conditionnelle a (Y = m) est une loi P(—(1 —p)A).

Correction de ’exercice 3.

1. L’expérience est une succession infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes de
paramétre p. La variable aléatoire X donne le rang du premier succés donc X suit
la loi géométrique de parameétre p.
Soit k € N*. Sachant que 'événement [X = k| est réalisé, le joueur B fait k lancers
et Y compte le nombre de succés de cette répétition de k épreuves de Bernoulli
indépendantes de paramétre p. Ainsi la loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est
la loi binomiale de paramétres k et p.
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2. Pour tout k > 1, lorsque [X = k] est réalisé, Y peut prendre toutes les valeurs de
[0, k] donc Y (©2) = N.

3. La famille ([X = k]), - est un systéme complet d’événements de probabilités non
nulles. D’aprés la formule des probabilités totales, on a donc :

P(Y =0)=Y Px_y(Y =0)P(X =k)
h=1

=> <Ig)p0(1 —p)*p(1—p)*!
—pYy (1—p)*"

P (L-p) car (1 —p)* # 1,

4. Soit n € N*. De méme qu’a la question précédente, on a :

PO =n) =3 Poy(Y = n)P(X = k)

400
k=n
car Px—y(Y =n)=0si k <n. D'ou:

P(Y =n)=)Y Px_y(Y =n)P(X =k)
=> (Z)pn(l —p)"p(1 —p)*!

+o00 Lk
— n+1 1 — 2k;—n—1‘
> (orria-n

Correction de ’exercice 4.

1. L’expérience est une succession infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes de
paramétre p. La variable aléatoire X donne le rang du premier succés donc X suit
la loi géométrique de parameétre p.
2.0na: X(Q)=NetY(Q) ={neN|n>2} Soit (4,5) € X(2) x Y (Q).
e Sij <ialors P(X =1i,Y = j) =0 car le deuxi¢me Pile arrive nécessairement
aprés le premier.
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e Sii < j alors I'événement [X =i, Y = j| est réalisé si et seulement si les i — 1
premiers lancers sont des Faces, le i-iéme est un Pile, les j —¢ — 1 suivants sont
des Faces et le j-iéme un Pile. Ainsi par indépendance des lancers :

P(X =i,Y =j)=(1—p)'p(l —p) " 'p=p*(1 —p)2

3. Lafamille ([X = i]), . forme un systéme complets d’événements. D’aprés la formule
des probabilités totales, on a donc, pour tout j > 2 :

P(Y:j):ZP(X:i,Y:j) =Y P(X=iY =})
ziﬁ(l—p)H

=(j— p*(1 —p) =

4. Comme Y > X on a (Y — X)(Q2) = N*. La famille ([X = i]),.y. forme un systéme
complets d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales, on a donc, pour
tout j > 1:

+00 +00
P(Y-X=j)=) P(X=iY -X=j)=) P(X=4Y=i+j)
i=1 =1

+m . .
=) pP(1—p)ti
=1

—+o00
=p(L—py ') (1—p"
=1
|
2 j—1
=p 1_p _
(1-p) ;

=p(l—p)’"

Ainsi Y — X suit la loi géométrique de paramétre p.

Les lancers étant indépendants, aprés I’obtention du premier Pile, on peut considérer
les lancers suivants comme une nouvelle séquence d’épreuves de Bernoulli et la
variable Y — X donne alors le rang du premier succés. D’ot le fait que Y — X suive
une loi géométrique.

Correction de P’exercice 5.

1. Tl Sagit de déterminer les valeurs de pq, pa, p3 pour lesquelles la somme (finie)

> plig) =1

(4,5)€Dn
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On a :
2. plid) = inZ LI
( 5 L L lel(n Z—])' 1/2/3
l])EDn =0 7=0
n nl n—i 1 o
- Z pzlz ; D3
! | Y
=0 L =0 j(n 1 j)
= 2 i Z i — i — jires

= Z ﬁpﬁ (p2 +p3)"*  (binome de Newton)

= (p1 +p2+p3)" (binome de Newton).

Ainsi cette somme vaut 1 si et seulement si p; + ps + p3 = 1.
2. On a X () = [0,n] = Y(2). Soit i € [0,n], on a par la formule des probabilités

totales :
n—i n—i n o o
P(X — ) — o i G n—i—j
(X =) Z_;f(w) ;i!j!(n_i_j)!plpﬂ?g
J= J=
n! < 1 i
i j n—i—j
i!pljgoj!(n—z’—j)!pﬂ)g
n! N (n —d)! | n—i—j
:ﬁmz.—p%ps !

«jln—i—j)!

ny n—i
=\; P1(p2 + p3)
ny 4 n—i
= (i)pl(l —p1)
car p1 + pg +p3 = 1.

Ainsi X suit la loi B(n,p;) et de méme Y suit la loi B(n, ps).

Correction de ’exercice 6. Posons N le nombre de victimes, N = H + F. On pose
qg=1-p.
1. Les variables aléatoires N, H et F' sont & valeurs dans N. Soit n € N. Sachant N = n
(notons que P(N =n) > 0), pour k € N, on a 'égalité d’événements

IN=n]N[H=k=[N=n]N[F=n—k.

— Si k > n, le membre de droite est ’événement impossible, sa probabilité est

nulle et
P(H=kNN =n)

P(N =n)

Piy—n(H = k) = =

— Si k < n, en utilisant la connaissance de la loi conditionnelle de F' sachant

N = n, (on sait donc que pour tout £ € [0,n], Py—pn(F ={) = (Z)péq”_g)
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puis la symétrie des coefficients binomiaux, on trouve :

P(H=kEkNN=n P(F=n—kNN=n
Py (H = k) = - ) _H )

P(N = n) B P(N = n)
Piy—n)(F =n — k)

On a donc obtenu que, sachant [N = n], la loi de H est la loi binomiale B(n, q).

2. Par la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e (P(N = n)),en (¢’est-a-dire
en « conditionnant sur les valeurs possibles de N »), pour k € N, on obtient :

+oo +00

n! g A

B(F =) = 3 Bve (F = KIP(N =n) = 3 e sphq ™+ e
e 2 ! .

1
-2 kLA
=e "(pA) ik 1

La v.a F suit donc une loi P(Ap) et symétriquement H suit une loi de Poisson de
parameétre \q.

3. Pour k,/ € N,

P(F =k N[H =) =P(F =k N[N =k +£]) = Ppy—eq(F = &)P(N = k +0)
_(k+L Bt \k+e 1 A
( k )pq k+0)°
(p)F ()
T
= P(F = k)P(H = ().

Les variables H et F se révélent donc indépendantes (il faut noter que le plus
souvent, dans les problémes, I'indépendance est une hypothése de modélisation, dans
le cas présent, l'indépendance est conséquence d’autres hypothéses, ici la présence
de lois conditionnelles binomiales qui cachent donc une indépendance.

4. Par la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e (P(H = ())sen (¢’est-a-dire
en « conditionnant sur les valeurs possibles de H »)

+00
)\2 l
B = F) =3 (;)@
(=0 ’
Correction de l’exercice 7. Soient Xi,..., X, des variables aléatoires mutuellement

indépendantes.

1. On procéde par récurrence. Soit, pour tout entier n > 2 la proposition P, :
« pour toutes variables aléatoires X1, ..., X,, mutuellement indépendantes telles que
pour tout i € [1,n], X; — B(k;,p) ona X; +---+ X,, = B(k1 + - + kn,p) ».
Montrons par récurrence que pour tout n > 2, P,, est vraie.
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e Initialisation : le cas n = 2 est un résultat de cours.

e Hérédité : supposons P, vraie pour un certain n > 2 et montrons que P,
est vraie. Soient X1i,..., X1, des variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes telles pour tout i € [1,n + 1], X; < B(k;,p). On pose ¥ = X; +--- +
X,,. Montrons que X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes. On sait que

Xi, ..., X1 sont mutuellement indépendantes donc pour tout (z1,...,2,41) €
Xl(Q> X X Xn+1(Q) on a:

k=1

Soit (x1,...,x,) € X7(Q) x -+ x X, (). D’apreés la formule des probabilités to-
tales appliquée avec le systéme complet d’événements ([ X, 11 = Tp41])
on trouve donc :

k=1 (@)

In+1€Xn+l

= Y JlPx==)

2€Xp11(Q) k=1

= HP ([Xk = xk]) Z P ([Xn—l-l = xn—l-l])

.Z’EXnJrl(Q)

Tn+1E€EXn4+1(R)

n

=TI P (X% =)

k=1

Cela montre :

V(z1, ... 20) € X1(Q) X -+ X X, (), P(ﬂ[Xk:xk> [P (X =)
k=1 k=1

Ainsi X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes. D’aprés ’hypothése de ré-
currence, Y suit donc une loi B(k1+- - -+k,, p). D’aprés le lemme des coalitions,
Y et X, sont indépendantes. D’apres P, on a donc :

X1_|__|_Xn+1:Y—|—Xn+1‘—>B(k1++kn+kn+17p)

Ainsi, P, 1 est vraie.

e Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, pour tout entier n > 2, P, est
vraie.

2. Méme preuve que pour la question précédente.

Correction de ’exercice 8.
1. Comme Y(Q) =N, (Y +1)(2) = N*. Soit n € N*.

P 41=a) =P =n-1) = (1- )0,
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Ainsi Y +1 < G(1 —e™ ). Ainsi :

1 1
E(Y)=B(Y +1-1)=B(Y +1)-1=—— 1= —

et
VY)=V(Y +1) =

(e—1)*

1
2. Soit U une variable de Bernoulli telle que P (U =1) = P (U =0) = 5" On suppose

que les variables aléatoires U et Y sont indépendantes et on note 7' = (2U — 1) Y.

(a) La variable aléatoire T est un produit de variables aléatoires discrétes donc ¢’est
une variable aléatoire discréte. Comme (2U — 1)(Q) = {—1,1} et Y(Q2) = N
alors T'(2) = Z. Soit n € Z.

e sin > 0 on a, par la formule des probabilités totales :

P(T'=n)=PT=nU=1)+P(T =n,U=0)

PY =nU=1)+P(-Y =n,U=0)

=PY =n)P(U=1)+P(Y =-n)P(U=0) (indépendance)
1

car —n < 0et Y(Q2) =N.
e Sin=0on ade méme :

P(T = 0)

P(T=0,U=1)+ P(T'=0,U =0)
P(Y=0,U=1)+P(Y =0,U = 0)
=PY=0)PU=1)+P(Y =0)P(U=0) (indépendance)
1
T2

(-2) )
e 2 e

Y=n)PU=1)+ P(Y )P(U =0) (indépendance)

carn < 0etY(Q2) =N.

(b) Comme U et Y sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions, 2U — 1 et
Y sont indépendantes. De plus, 2U — 1 et Y possédent une espérance. Donc T’
posséde une espérance et

E(T)=EQU — 1)E(Y) = 0.
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(c) Comme (2U —1)(Q) = {—1,1} alors ((2U — 1)*)(Q2) = {1} donc
T? = (2U — 1)*’Y? =Y~
Comme Y posséde un moment d’ordre 2 et que 7% = Y2, T posséde un moment
d’ordre 2 aussi, donc une variance. Par la formule de Koenig-Huygens on a :
e+1

VUU:EG%—E@P:EW%:VOU+MYV:@_D?

Correction de ’exercice 9.

1. La variable X compte le nombre de succés (avoir une cellule maligne) de probabilité
p dans n répétitions indépendantes de ’épreuve de Bernoulli consistant a analyse si
une cellule est maligne ou non. Ainsi X suit la loi B(n, p).

De méme X suit la loi B(m, p).

2. La variables X + Y représente le nombre total de cellules malignes dans les deux
prélévements. Le méme raisonnement que ci-dessus donne donc que X + Y suit la
loi B(n 4+ m,p) (on suppose les deux prélévements indépendants).

3. Soit k € [0,m +n] et £ € [0,n].

P(X =0,X+Y = k)
P(X +Y = k)
P(X =(Y =k ()
P(X +Y = k)
CPX=0PY =k—-0) .
= XY= (indépendance).

Sil >k alors P(Y =k —{) =0 donc Piyyy—p(X =¢) =0.

Si ¢ <k alors :
Pixiy=p(X =10) = P(sz;)f(;/:_:) 9
IO e L i A S D
B ("R — p)ntmk
)
(")
Correction de ’exercice 10. Soit p €]0, 1[. Sur un méme espace probabilisé (2, A, P),

on considére deux variables aléatoires réelles indépendantes G et G5 suivant la méme loi
géométrique de parameétre p.

1. (a) On a (Gy + G2)(R2) = N"\{1}. Soit n > 2. D’apreés la formule des probabilités
totales appliquée avec le systéme complet d’événements ([Gy = ), . on a :

Pixiy=n(X =10) =

P([G1+G2:Tl]) :fp([Gl :z,G1+G2:n])

i=1

:E:thzaafzn—m

=1
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car P([|Gy =i,G2 = n —i]) = 0 si n <i. D’ou par indépendance de Gy et Gy :

n—1
P([Gy+ Gy =n]) =Y P (G =1i|)P[[Gy=n—1])
-
= p(1—p)p(1—p)" ! car G et G, suivent une loi G(p)
i=1

_ p2 Z z—l-l-n—i—l
=(n—1)p*(L—p)"

Comme G et G5 possédent une espérance, G; + (G5 aussi et par linéarité on a

donc : 5
E(G1 + G3) = E(Gy) + E(Gs) = -

(b) On a (G1—G3)(Q) = Z. En effet, soit j € Z. D’aprés la formule des probabilités
totales appliquée avec le systéme complet d’événements ([Gy = k]),cy.. on a

P (|G — Gy =j]) = ZP<[G1 -Gy =J,G, = k)
k=1

:ZP(Uf—GzzﬂGlzk])

=3 P([Gy=k—j,Gi = k)

k=1

= ZP([GQ =k —j]) P(|G1 =k]) car Gy et Gy sont indépendantes

Or, G5(©2) = N* donc P ([Gy =k — j]) = 0 pour tous les &k € N* tels que
k — 7 <0 c’est-a-dire pour tous les & € N* tels que k < j. Ainsi :

—+00

P([Gi—Gy=j])= > P([Ga=k—j])P([Gi1=k)

k=1
k>j+1

= > P(G=k—j])P(Gi=k])

EeN*N[j+1,+o00]

i. Sij >0, alors NN [j+ 1, 4+00[ est 'ensemble des nombres entiers supé-

10
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rieurs ou égaux a j + 1 donc on obtient :

P(Gi—Gy=j4)= > P(G=k—j)P(G=k])
keN*N[j+1,+o00]

= Y P([Gy=k—j) P(G1=k])

k=j+1

“+oo
= Y p(1—p) 7 p(1 = p)*
k=j+1

+o0
— p2 Z (1 _p)Zk'*j*Z

k=j+1
+o0 '
_ p2 Z(l . p)2€+]—2
=1
en faisant le changement de variable ¢ = k£ — j. Donc

PGy = Ga = j]) = 3 (1= p)
(=1

+o0

=p’(1—p)y 2> (1-p)*

(=1

= p*(1—p)? (ﬁ - 1)

car on reconnait la somme d’une série géométrique de raison (1 —p)? moins
son premier terme. En simplifiant un peu I’expression, on trouve :

p(1—p)

P((Gr~ Gy = j)) = E5 =2

ii. Si j <0, alors j+1<0donc N*N[j+ 1,4+00] = N*. Par conséquent, on
a:

P([Gy~ Gy =j]) =k[§+j [P([Gazk—j])P([Gl = )
=§P([Gz=k‘—j])P([G1 = kJ)
= ip(l —p)* (1 —p)*

2 +oo
=7 D (1 p)
(1 —p)*? &=

" —p;m (1 o e 1)

11
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car on reconnait la somme d’une série géométrique de raison (1 —p)? moins
son premier terme. En simplifiant un peu I’expression, on trouve :

p
2-p)(L—p)

Comme G et Gy possédent une espérance, G; — GGy aussi et par linéarité on a
donc :

P([Gy -Gy =1j]) =

E(G1 = Ga) = E(G1) — E(Gs) = ]%

Remarquons que pour tout (z,7) € N* x N*, on a :
1+
2

[G1+G2:i;G1—G2:j]:[G1: ,G1 =Gy =] .

En effet, pour tout w € €2, on a

Gi(w) + Gow

WE[G1+G2—i,G1—G2—j]<:>{Gl(w) _ Gg(w; _ ;

*faw - G =5
@we[GlziJ;j,Gl_GQZj]'

Par conséquent :

) ) L+ g )
P([G1+G2:Z,G1—G2=JD:P({Glz%,Gﬁ—Gz:J})-

Or, comme G suit une loi géométrique de paramétre p, G1(2) = N* donc,

pour les entiers ¢ et j tels que ! ;] ¢ N* on a forcément :
, , 1+ .
P([G1+G2:Z,G1—G2:]]):]P)<|:G1: 5 ,Gl—G2:]:|):O

Par exemple :

P([G1+Gg:2,G1—G2:1]):P({G1 =§,G1—G2=1D =0

3
car o ¢ N*.
D’autre part, les questions précédentes montrent que :

Ainsi G7 + Gy et G — 1 — G5 ne sont pas indépendantes.

(d) Par la formule de Koenig-Huygens :

COV(Gl -+ G27 G1 — GQ) = E((Gl + GQ)(Gl — Gg)) — E(Gl -+ GQ)E(Gl — Gz)
=E(GY - G3)

E(GY) - E(G3)

0.

12
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2. (a) Ona I(Q) =N~
e Soit k € N*. Pour tout w € Q, on a :

I(w) > k <= min(G;(w), G2(w)) > k <= Gi(w) >k et Go(w) > k.

Donc
(I > k| =[Gy > k]N[Gy > k].

e Ainsi,

=P([G1 > k]) ([G2 > k|) par indépendance de G; et G

(Z ) (o)

=p <Z(1—p) )2

l=k
=(1-p)™

e On a donc :
P ([min(Gy, Go) = 1]) = 1 — P ([min(Gy, Go) > 1]) = 1 — (1 — p)?
et, pour tout k > 2, on a :
P ([min(Gy, G) = k) = P ([min(Gy, G) > k — 1]) — P ([min(Gy, G2) > k)

=1 -p* Y —(1-p)*
=1 -p’* V1 -(1-p)?).

Ainsi, min(G1, G3) suit une loi géométrique de parameétre 1 — (1 — p)=.
On a S(©2) = N*.
e Soit k € N*. Pour tout w € 0, on a

S(w) <k <= max(G1(w),Ge(w)) <k <= Gi(w) <k et Go(w) < k.

Donc
[S<k]=[G) <klN[Gy < K]
e Ainsi,
=P ([G; < k])P([G2 < k]) parindépendance
= (Zp(l —p)“> (Zp(l - p)“)
=p’ 2(1 - p)€>
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e On a donc :
P ([max(Gy,Go) = 1]) = p?

et, pour tout £ > 2, on a :

P ([max(G1, G2) = k]) = P ([max(G1, Ga) < k]) — P ([max(Gy,G2) < k —1])
=(1-01-p"-01-01-p""°
=p(1-p)"'2-2-p)(1-p").

b) La variable I suit une loi géométrique de paramétre 1 — (1 — p)? donc posséde
g

une espérance et
1

1—(1-p)*
Pour justifier 'existence et calculer 'espérance de S on peut procéder de plu-
sieurs facons.

e Méthode 1 : on remarque que [ +S = Gy + Gy donec S = G + Gy — 1.
Ainsi, comme on vient de voir que G; + G5 et I possédent une espérance,
S aussi et par linéarité on a :

E(I) =

2 1 1—p
E(S)=E(G,+Gy)—E(I)=-— = .
(B) =BG+ &) = B = o = =2 = 2= )
e Méthode 2 : on connait la loi de S. Par définition, .S posséde une espérance

si la série Z kP ([S = E]) est absolument convergente. Comme cette série
k>1
est a termes positifs, elle est absolument convergente si et seulement si elle

est convergente. Or, pour tout k¥ € N* on a :

FP(S=k)=k(1-(1-p")-1-1-p)"")?)
=k (1=p)* = (1 =p)* Y +201 - p) " =201 -p)")
= k(1= p)** D (1= p)® = 1) + 2pk(1 — p)*".

Ainsi, Z kP ([S = k]) est combinaison linéaire des séries géométriques dé-
k>1
rivées premiéres Z k(1 —p)2*=D et Z k(1 —p)*Y de raison respective
k>1 k>1
(1—p)? et (1—p). Comme |1 —p| < 1 et [(1—p)?| < 1, ces séries convergent
et par conséquent, Z kP ([S = k]) converge absolument. Ainsi, S posséde

k>1
une espérance et

ZZkP([SZk‘])
((1—p)?—1) Zk: k1+2p2k1—

2 1) « 1 ;
= (= r =) e P AP
1 2

14



Arnaud Stocker

(c) On a vu que I suit la loi G(1(1 — p)?). Ainsi I posséde une variance et :

1-(1-01-p*H  (1-p)?
YO =0 pr —G-G-pF

(d) Comme I suit une loi géométrique, elle posséde un moment d’ordre 2. Avec la
question précédente, on voit facilement que S posséde aussi un moment d’ordre
2.

Comme [ et S possédent un moment d’ordre 2, elles possédent une covariance
et d’aprés la formule de Koenig-Huygens on a :

Cov(I, S) = E(IS) — E(D)E(S).

B 1
C1-(1-p*
2 1
— EfS)=-—"—"——.
i Tk
— En remarquant que IS = G1G,, on obtient par indépendance de G; et
G2 :

— E(I)

1

_pQ.

E(IS) = E(G1Gy) = E(G1)E(G)

Finalement, on trouve :

1 1 2 1
:ﬁ_p@—M(ﬁ_M2—M)
C(2=-pP-22-p+1

p*(2 —p)?
_ (-pp
P2 —p)*

3. Posons A = |G| — Gs|.

— Meéthode 1 : on remarque que pour tout (z,y) € R? on a

: _rty—lr—yl
min(z,y) = 5 :
Ainsi
I Gi+Gy— A
B 2
d’ou

A =G+ Gy —21.

Par linéarité A posséde une espérance et :

E(A) = E(Gy) + E(Gy) — 2E(I) = 219 n % - (12_ - p2(1—_2§)‘
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— Meéthode 2 : on remarque :
A=S—-1

Correction de ’exercice 11.

1. On va commencer par étudier la loi de A. On considére I’épreuve de Bernoulli dont

le suceés est 'événement S : « le tireur touche deux fois la cible ». Comme les deux
tirs d’un tireur sont supposés indépendants, on a :

P(S) = P ([atteindre la cible au 1* tir] N [atteindre la cible au 2* tir])

= P ([atteindre la cible au 1*" tir]) P ([atteindre la cible au 2* tir])
Maintenant, si on répéte cette épreuve de Bernoulli avec n tireurs indépendants,
la variable A compte le nombre de tireurs ayant eu un succés. Ainsi A suit la loi

B(n,p?).

Etudions maintenant la loi de B. On considére I’épreuve de Bernoulli dont le succés
est I’événement S : « le tireur touche exactement une fois la cible ». Comme les deux
tirs d’un tireur sont supposés indépendants, on a :

P(5)

([atteindre la cible au 1 tir] N [rater la cible au 2% tir])
([rater la cible au 1* tir]) P ([atteindre la cible au 2° tir])
(1=p)+ (@ —pp

2p(1 — p).

Maintenant, si on répéte cette épreuve de Bernoulli avec n tireurs indépendants,
la variable B compte le nombre de tireurs ayant eu un succés. Ainsi B suit la loi

B(n,2p(1 - p)).

+

P
P
p

. Or, les événements [A = n| et [B = 1] sont incompatibles car il n’y a que n tireurs.

Donc
P([A=n,B=1])=0.

D’autre part,
P([A=n])=p™ et P([B=1])=n2p(l—p)(1—2p(1—p)" "
Comme p €]0, 1], on obtient donc
P(A=n])#0 et P([B=1])#0
et par conséquent,
P(A=n)P(B=1)£P(A=nB=1]).

Ainsi A et B ne sont pas indépendantes.

3. On a vu que A suit la loi B(n, p®) et B suit la loi B(n,2p(1 — p)).

e Méthode 1 : on considére la variable aléatoire C' comptant le nombre de tireurs
ne touchant aucune cible : C' compte le nombre de succés lorsque 1'expérience
de Bernoulli de succés « rater les deux cibles » est répétée n fois de maniére
indépendante. Donc C suit la loi B(n, (1 — p)?).
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Or A+ B + C = n car chaque tireur touche ou bien deux cibles, ou bien une
seule ou bien aucune. Par conséquent :

Cov(A, A+ B+ C) = Cov(4,n) =0.
D’autre part, par linéarité a droite, on a :
Cov(A,A+ B+ C) =V(A) + Cov(A, B) + Cov(A, ().
Ainsi :
Cov(A, B) = —Cov(A,C) = V(A).
De méme, on trouve :
Cov(C,A) = —Cov(C,B) = V(C) et Cov(B,C)=—Cov(B,A) —V(B).

Ainsi, on obtient par symétrie de la covariance :

Cov(A, B) = —Cov(A,C) —V(A)

= Cov(C,B) +V(C) —V(A)

= —Cov(B,A) —V(B) +
= —Cov(A,B) —V(B) +
Donc :
V(B)+V(C)—-V(A)
5 .
En remplacant V(A), V(B) et V(C') par leurs valeurs respectives on obtient :

Cov(A, B) = —

Cov(A, B) = —2np*(1 — p).

Méthode 2 : d’aprés la formule de Koenig-Huygens (les variables étant a
support fini elles possédent bien un moment d’ordre deux) on a :

Cov(A, B) = E(AB) — E(A)E(B) = E(AB) — 2n*p*(1 — p).
Calculons maintenant E(AB). D’apreés le théoréme de transfert, on a :
E(AB) =) > ijP(A=1i, B =j).
i=0 j=0

Soit (i,7) € [0,n]*. L’événement [A =i, B = j] est réalisé si et seulement, si i
tireurs touchent les deux cibles, j tireurs touchent une seule cible (et les autres
ne touchent donc aucune cible). Comme il n’y a que n tireurs, on a :

i+j>n=PA=iB=j)=0.

Sii+j<nona:

En effet :
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n
(x) ilya ( ) choix possibles pour les ¢ tireurs qui vont toucher les deux cibles
i

et la probabilité qu'un tireur touche deux cibles est p?;
n—1i .
(xx) il y a alors , pour les j tireurs qui vont toucher une des deux cibles
J
et la probabilité qu’'un tireur touche une des deux cibles exactement est

2p(1 =p);
(* % %) les n — i — j tireurs restants ne touchent aucune cible et la probabilité

qu’un tireur ne touche aucune cible est (1 — p)2.

Dans la suite, on note py = p?, ps = 2p(1 — p) et pc = (1 — p)? de sorte que
pa+ps+pc=1. Alors :

=0 j=0
n n n—i n i
_ ) . - j  n—i—j
= (Z)ZPA E ]( ) BPC
=0 7=0
~
=0 si j=0

n n .in—i . n—i o
E(AB):Z(Z-)ZPAZ]( | )pJch ’
i=0 j=1 J
" /n\ ., e =i 1\ .
> (o ("1 o
i=0 j=1 J
" /n ,,in_i n—1—1\ ; ;s
(i)(n—l)lmz< i )p]BpC .
j=1

En faisant le changement de variable k = j — 1 puis en utilisant la formule du

1=0
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binéme de Newton on trouve :

n N n—i1—1 —i]—
i)(n—z)ZpA Z ( 1 )p’épc o

— (n\ . i n—i— — (n) . i n—i—
(Z.)mpA(pc +pp)" T — (Z.)pr(pc + ) 1)
i=0 1=0
— (n). i n—i—1 _ — (1 2 i n—i—1
D3 (Z-)ZPA(pC’ +ps) > (z)z pla(po + ps) )
PB — (n) . i n—i — (n 9 g n—i
— n ipy(pe +p — U palpe +p .
b ( > (3)iwttoe 4 par= = 3 (7)o + o) )

Comme py + pg + pc = 1 on reconnait dans la somme
n

E (n) ip'y(pc + pp)" " Iespérance d’une variable X de loi B(n,p4) et dans
i
i=0

n . .
la somme Z (Z,)izpi,(pc + pp)" " son moment d’ordre 2. Ainsi :

E(AB) = pcppr (nE(X) — E(X?2))
PB

~ pc+pB
PB

" pc+pB

(nE(X) — V(X) - E(X)?)

(n°pa — npa(l — pa) — n°p?)

Finalement :

Cov(A, B) = E(AB) — 2n%*p*(1 — p)
=2n(n — 1)p*(1 —p) — 2n%p*(1 — p)
= —2np°(1 - p).

Correction de ’exercice 12.
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1
1. Soit i € [1,n]. La variable aléatoire X; suit la loi B(k, —).
n

2. Soit i # j. On a P(X; = k,X; = k) = 0 car en k tirages on ne peut pas tirer k
fois la boule 7 et k fois la boule j. Or, d’aprés la question précédente, P(X; = k) et
P(X; = k) sont non nulles donc

P(X; =k X; = k) # P(X; = k)P(X; = k).

Ainsi, les variables X; et X ne sont pas indépendantes. Donc les variables X,..., X,
ne le sont pas.
3. Soit (4,7) € [1;n]? tel que i # j.
(a) La variable X; + X; compte le nombre de succés lorsqu’on répéte k fois indé-
pendantes ’expérience de Bernoulli de succés « avoir la boule ¢ ou la boule j ».

2 2
La probabilité de succes est — donc X; + X suit la loi B(k, —).
n

n
2k 2

(b) On sait que V(X; + X;) = — (1 — —). D’autre part, on a
n n

k 1

n n

-3-20-9--%

Alinsi,

COV(Xi, XJ) =

SEIES
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