Arnaud Stocker

Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — TD13

REDUCTION

1 Diagonalisation

Correction de ’exercice 1.
1. Soit A € R et (z,y,2) € R* non nul.

fl(z,y,2) = Nx,y, 2) <= 2z — z,y,3z — 22) = A(z,y, 2)

20—z = A&
— Y = \y
3r—2z = Az
2-Nz—2z =0
— (I—=XNy =0
3r—(24+XN)z = 0
1— )2
3 ° = 0 2— )
<~ (1_/\)y - 0 Ll%Ll— L3
3r—(24N)z = 0
Cas ot A ¢ {—1,1} : on obtient alors :
RV
3r— (24 XNz = 0 z =0

ce qui contredit le fait que (x,y, z) est non nul.
Cela signifie que pour A\ ¢ {—1,1} I'équation f((z,y,2)) = A(z,y,2) n’a pas de
solution non nulle : A n’est donc pas une valeur propre.

Cas ot A = —1: on obtient alors :
1— )2
f((x,y,Z)):)\(l’,y,Z)<:> (1_/\)y = 0 <:>{3.CL'—Z = 0
3r—(24+XN)z = 0
Le systéme posséde donc des solutions non nulles : —1 est une valeur propre. Le

sous-espace propre associé (I'ensemble des solutions du systéme ci-dessus) est :

E_1(f) = Vect ((1,0,3)) .
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Cas ou A =1 : on obtient alors :

1— )2
z =0

3t—(24+XN)z = 0

Le systéme posséde donc des solutions non nulles : 1 est une valeur propre. Le
sous-espace propre associé (I'ensemble des solutions du systéme ci-dessus) est :

Ei(f) = Vect ((1,0,1), (0,1,0)).

. Soit A€ Ret P =aX?+bX + ¢ € Ry[X] non nul.

@(P) = AP < (X +1)(2aX +b) + aX? + bX + ¢ = AN(aX” + bX +¢)

3a = Aa
<~ 2a +2b = Mb

b+c = A

B3=XNa =0

e}

= 2a+(2-Ab =
b+(1—=XNec = 0

Cas ot A ¢ {3,2,1} : on obtient alors :

(3—MNa =0 a = 0
P(P)=AP<=<= 1 2a+2-XNb = 0 <= ¢ b = 0
b+(1—=Ne = 0 = 0

ce qui contredit le fait que P est non nul.
Cela signifie que pour A ¢ {1,2,3} I’équation ¢(P) = AP n’a pas de solution non
nulle : X\ n’est donc pas une valeur propre.

Cas ou A =3 : on obtient alors :

(3_)\)@ =0 20 —b = 0 a = ¢
e(P)=AP <= < 2a+(2-X)b = 0 <:>{b_20 B 0 <:>{b B y
b+ (1—Ne 0 - o

Ainsi :
@(P) =3P <= P =c(X?+2X +1).

Le systéme posséde donc des solutions non nulles : 3 est une valeur propre. Le
sous-espace propre associé (I'ensemble des solutions du systéme ci-dessus) est :

E3(p) = Vect (X* +2X +1).
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Cas ou A =2 : on obtient alors :
B=XNa =
(P)=AP <= 2a+(2—-)\b =

b+ (1—Ne = Q{ : :O(:}{ai

b—ec = 0

o O O

Ainsi :
@(P)=2P <= P =c¢(X +1).

Le systéme posséde donc des solutions non nulles : 2 est une valeur propre. Le
sous-espace propre associé (I’ensemble des solutions du systéme ci-dessus) est :

Es(p) = Vect (X +1).

Cas ou A =1 : on obtient alors :

B—=XNa =0 e — 0
e(P)=AP <= (¢ 2a+(2—X)b = 0 <:>{b B 0
b+(1—=XNe = 0 N

Ainsi :
p(P)=P<= P=c.

Le systéme posséde donc des solutions non nulles : 1 est une valeur propre. Le
sous-espace propre associé (I’ensemble des solutions du systéme ci-dessus) est :

Ey(p) = Vect (1).

. Soit A € Ret f € C*(R,R) non nulle. Le vecteur f est vecteur propre de D associé
a la valeur propre A si et seulement si

D(f)=Af
c’est-a-dire
VieR, f(t)=Mf(t).
Cette équation différentielle se résout en
3C e R, Vt € R, f(t) = CeM.
On en déduit que tout réel A est valeur propre de D, I'espace propre associé est
E\(D) = Vect(ey)
ouey:t— M.
. Soit A € C et u € CY une suite non nulle.
Le vecteur u est vecteur propre de .S associé a la valeur propre A si et seulement si

S(u) = Au
c’est-a-dire
Vn € N, upi1 = A\uy,.
Cette récurrence se résout en

J3C eC,VneN, u, =C\"

On en déduit que tout complexe A est valeur propre de D, 'espace propre associé
est, en posant gy = (A"),en, la suite géométrique de raison A,

E)\(D) = Vect(g,\).
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Correction de ’exercice 2.

1. La matrice A est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
Ainsi Sp(A) = {1, 2}.
On remarque que :

0 00
A—-Iz=11 1 0
0 0 0
et on voit alors facilement que :
1 0
ker(A — I3) = Vect 11,10
0 1
De méme :
-1 0 O
A=-2I3=11 0 0O
0 0 -1
et on voit alors facilement que :
0
ker(A — 2I3) = Vect 1
0
1 0 0
La famille —11,10],(1 est une base de M, 3(R) formée de vecteurs
0 1 0
propres de A donc A est diagonalisable et en posant :
1 00 1 00
P=1-101 ;. D=0 1 0
0 10 00 2

on a, par les formules de changement de base :
A=PDP".

2. Soit A € R.
e Méthode 1 : par le rang. On a:

A € Spg(C) <= C — A, n’est pas inversible <= rg(C' — \3) < 2.

Or :
sews((7 )
af((y15)) e
:rg(((l) _1_1(_1A_A)2>> Ly <— Ly — (1= \)Ly.
Ainsi :

A€ Spgp(C) = —1—(1-)\)?=0.

Or, pour tout réel Aon a: —1 — (1 —\)* < —1.
Ainsi : Spg(C) = 0.
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e Méthode 2 : par le déterminant. On a :

A € Spg(C) <= C' — A\I; n’est pas inversible <= det(C' — Al5) =0
= 1+(1-N?=0.

Or, pour tout réel Aon a : 1+ (1 —\)? > 1.
Ainsi : Spg(C) = 0.

En particulier, C' n’est pas diagonalisable sur R.
Sur C, on obtient de méme, pour A € C :

ANESPR(C) = 1+(1-X1)?=0«<=>A=1—7 ou A=1+i.
Ainsi Spp(C) = {1 —i,1 +¢}.
Soit X = (5) € My, (C).
— On a:

xemn© = { HZ01, =

car les deux lignes sont multiples I'une de 'autre.

Ainsi By44(C) = Vect ( (i) ) .

— Ona:

xeso = {12070 = {0

car les deux lignes sont multiples I'une de 'autre.

Ainsi E;_;(C) = Vect ( (‘12> ) :

On a donc : dim(E,_;(C)) +dim(E,;(C)) = 2 donc la matrice C' est diagonalisable
sur C.

i =i 1+2 0
Enpos.antP—(1 1>etD—( 0 1_Z‘)ona.
C =PDP".
3. Soit A€ R.On a:

A € Sp(F) <= FE — M3 n’est pas inversible <= rg(F — \I3) < 3.
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Or :
1—X 2 0
rg(E — \3) =1g 2 1-X 0
1 23—
1 2 3-)
=TIg 2 1—A 0 Li+— Ls
1—-X 2 0
12 3-\
=rg| [0 —3-)A —6 42X I (LQ_TEQ(IEL;)L
0 22  —(1-X)03B-) s 3 !
12 3-\
0 -6 (A=5(B-2A
12 3- A
=TIg 0 —6 (/\—5)(3—/\) L2<—>L3
0 —3—X  —6+2\
1 2 3— A
w0 =6 —5)E-N Ly Ly— 21,
0 0 (B=XNB+22-1?)

Ainsi :
A€ Sp(E) <= (3=N)(34+2XA-A?) =0 <= (3-)1)*(M+1)=0<==A=3 ou A= —1.

Donc : Sp(F) = {—1,3}.
Par ailleurs, on constate que rg(A — Al3) = 2 pour A = —1 ou 3. En particulier,
d’apreés le théoréme du rang, pour A € Sp(F) on a :

dim(E\(E)) = dim(ker(E — A\3)) =3 —-2=1.
Ainsi la somme des dimensions des sous-espaces propres est :

La matrice F n’est pas diagonalisable.
4. Soit A€ R. On a:

A € Sp(B) <= B — A3 n’est pas inversible <= rg(B — \l3) < 3.
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Or :
1—A 0 1
rg(B — \3) =1g 0O 1—-Xx 0
1 1 1—=A
1 1 1—A
=rg 0 1—A 0 Li+— Lj
1—A 0 1
1 1 1—=A
=Trg 0 1—X 0 L3<—>L3—(1—)\)L1
0 A—1 1—(1-))7?
1 1 1—=A
=TIg 0 1—-2AX 0 Ly +— L3+ Lo
0 0 1—-(1-))7?
Ainsi :

AMeESp(B)«<=1-A=0o0ul—-(1-AN?’=0<=A=1oul=2o0ul=0.

Donc : Sp(B) = {0,1,2}.

La matrice B de M3(R) a trois valeurs propres distinctes donc elle diagonalisable
et chaque sous-espace propre est de dimension 1.

Comme la premiére et la troisiéme colonne de B sont identiques, on voit que

1
0 | €ker(B) = Ey(B). C’est donc une base de Ey(B).
-1
De méme, la premiére et la deuxiéme colonne de B — I3 sont identiques, donc
1
—1| € ker(B — I3) = E1(B). C’est donc une base de E,(B).
0
1
De méme, la premiére et la derniére colonne de B — 213 sont opposées, donc | 0 | €
1
ker(B — 213) = E5(B). C’est donc une base de FEy(B).
1 1 1 000
Ainsi, les matrices P=| 0 —1 0]l et D=0 1 0] conviennent.
-1 0 1 00 2
5. Soit A € R.

e Méthode 1 : par le rang. On a :
A € Sp(D) <= D — A\, n’est pas inversible <= rg(D — \l5) < 2.

wo-mn((317)
(24 15) e

rg ((g A _1(1__AA)2)> Ly +— 2Ly — (1= \) L.

Or:
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Ainsi :
AMeESpD) <= 4—(1-)N)’=0+= (1+N)(3-1) =

Ainsi : Sp(D) = {—1, 3}.
e Méthode 2 : par le déterminant. On a :

A € Sp(D) <= D — A\, n’est pas inversible <= det(D — A\l3) =0
= (1-N)?—-4=0
— B3=XN)(-1=-X)=0.

Ainsi : Sp(D) = {—1, 3}.
La matrice D € My(R) possédent deux valeurs propres distinctes donc elle est
diagonalisable et chaque sous-espace propre est de dimension 1.

Comme D + [, = (; ;) il est facile de voir que :

E_1(D) = ker(D + I) = Vect ((_11>) |

Comme D — 31, = (_22 _22) il est facile de voir que :
1
E3(D) = ker(D — 313) = Vect ((1)> .

11\ ., [(-10
(i) ()

. On sait qu’un réel X\ est valeur propre de F si et seulement si I' — Al3 n’est pas
inversible si et seulement si rg(F — Al3) < 3. Soit A € R.

Ainsi les matrices :

conviennent.

1—A 1 1
rg(F — \l3) =rg 1 1—)\ 1
1
1
=7rg 1—X Ly+— 14
1
1 1
=7Trg 0 X L2<—’LQ—(1—)\)L1;L3<—’L3—L1
0 =X
11
=1g 0 A L3(-’L3—|—L2
0 0 /\+1— 1—
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Ainsi

rg(F —A3) <3<=A+1—(1-X)*=0 ou A=0
“=3A-X=0 ou A=0
< A=0 ou A=3.

Ainsi Sp(F) = {0, 3}.
On remarque de plus que :

rg(F)=1 et rg(F —3I3) =2
donc par le théoréme du rang :
dim(Eo(F)) =2 et dim(E3(F)) = 1.

La somme des dimensions de sous-espace propre est égale & la dimension de M3 ;(R)
donc F' est diagonalisable.

Il est de plus facile de voir que :

1 1 1
Eo(F) = Vect —11,10 ;. E3(F) = Vect 1
0 -1 1
donc les matrices :
1 1 1 0 00
P=|-1 0 1 . D=10 0 0
0 -1 1 00 3

conviennent.

Correction de P’exercice 3. Soit A = <;l _11)

1. Un nombre A € C est valeur propre de A si et seulement si le noyau de A — \I, est
non nul ssi (cas 2 x 2) le déterminant de cette matrice est nul.

Comme
det(A— ML) =4 —-AN)(1-X)+2=6—-5 A+ = (\—2)(A—23)
les valeurs propres de A sont les racines de ce trindme :
Sp(4) = {2,3}.
— Espace propre associé a 2. On résout AX = 2X, ce qui est équivalent, en

posant X = (;:), a la seule équation 2z — y = 0. L’espace propre associé a 2

1
est donc, en posant u; = (2)

Ey(A) = ker(A — 21,) = Vect(uy).
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— Espace propre associé a 3. On résout AX = 3X, ce qui est équivalent, en

posant X = <:;), a la seule équation z — y = 0. L’espace propre associé a 3

1
est donc, en posant uy = (1)

E3(A) = ker(A — 313) = Vect(ua).

2. Comme la matrice A est d’ordre 2 (de taille 2 x 2!) et a deux valeurs propres, elle

est diagonalisable.

Plus précisément, la famille (uy, ug) est une base de My 1(R), car comporte 2 vecteurs
et est libre (regarder le déterminant de cette famille). Tl existe donc une base de
Mo 1(R) formée de vecteurs propres de A et A est diagonalisable.

. En prenant pour P la matrice de passage de la base canonique de My ;(R) & la base

U = (uy,uy) c’est-a-dire

11
P-a1)

on obtient une matrice inversible telle que

s (20
pap (20,

La matrice P est de déterminant —1 et donc

(-1 1
(50

. Par récurrence (a faire absolument au moins une bonne fois dans une épreuve d’écrit

portant sur ce sujet), on a

VneN, A" = PD"P~' =P (20 391) Pt

Aprés calculs :

WGN’AH:(—Q +2-3 2" — 3 >

—2-2"4+2-3" 2.2" =-3"

Correction de ’exercice 4.

e La matrice A est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

e Sic=1alors Sp(A) = {1}. Supposons par I’absurde que A est diagonalisable. Alors

il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D dont les coefficients
diagonaux sont les valeurs propres de A telles que :

D =P 'AP.
Or, comme 1 est la seule valeur propre de A, on a D = I3. Donc :
Iy =P AP
En multipliant membre 4 membre par P & gauche et P~' a droite on obtient :
A=PLP ' =1

Ceci est absurde : donc A n’est pas diagonalisable.

10
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e Sic# 1 alors Sp(A) = {1, c}.

— Déterminons E)(A). Soit X =

T

z

* Sia # 0 alors on obtient :

Donc E;(A) = Vect

* Sil a = 0 alors on obtient :

Donc E1(A) = Vect

— Deéterminons E.(A). Soit X =

y | € Mz1(R).

r + ay + z = x
X €eFE(A) = AX =X < y + bz =y
cz = z
ay + z =0
= bz =0
(c—=1)z =0
N 0
z = 0 carc#1 °
XEEl(A)<:>AX:X<:>{Z 8 car a # 0.
1
0
0
XeEFE(A) < AX =X« 2=0.
1 0
0,11
0 0
x
Yy EMgJ(R).
z
r + ay + 2z = cx
X €E(A) = AX =X — y + bz = cy
cz = cz
(I1—-c)z + ay + z =0

Ainsi : E.(A) = Vect

—— T~

(1-cy + bz = 0

ab+c—1

car ¢ # 1.

11
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— Conclusion.
Si a # 0 alors dim(E;(A)) + dim(E.(A)) = 2 < 3 donc A n’est pas diagonali-
sable.
Sia =0 alors dim(£;(A)) + dim(E.(A)) = 3 donc A est diagonalisable.

e Finalement A est diagonalisable si et seulement si ¢ # 1 et a = 0.

Correction de ’exercice 5.
1. Commencons par B.
— Spectre de B. Soit A € R. On a :

rg(B — \3) =1g -1 1-Xx 0
0 0 2-A
-1 1-Xx 0
=1g 1—A —1 0 (LQHLl)
0 0 2-=2A
-1 1—-A 0
=g 0 (1-XN?*—-1 0 (Ly = Lo+ (1 = \)Ly)
0 0 2—-A
Ainsi :

rg(B—M3) <3<=(1-A)?>-1=0 ou 2—-XA=0
< -A2-XA)=0 ou A=2
<= A=0 ou A=2

Ainsi Spec(B) = {0, 2}.

— Sous-espace propre associé a 0. Soit X = |y | € M3:(R).

r—y = 0 A
BX =0 < —x+y:0<:>{ - Y

2z =0 = =0
1
Donc Ey(B) = Vect 1
0
x
— Sous-espace propre associé a 2. Soit X = |y | € M3;(R).
z
r—y = 2z
BX =2X =< —2+y = 2y <=zr=-y
2z = 2z
—1 0
Donc Es(B) = Vect 11,10
0 1

12
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—1 0
On vérifie facilement que 11,10 est une base de Fy(B).
0 1
— Diagonalisabilité de B. Comme dim(Ey(B)) + dim(Ey(B)) = 3 alors B est

diagonalisable.
Passons a A.
— Spectre de A. Soit A € R. On a :

-2 0 1

rg(A — A3) =rg 0o - -1

1 -1 —1-=2A
1 -1 —-1-=2A

=1g 0 —A -1 (Lg <~ Ll)
-2 0 1
1 -1 —1-A

=TIg 0 —A -1 (Lg < L3 + )\Ll)
0 —A 1-A1+\)
1 -1 —1-A

=TIg 0 —AX -1 (Lg +— L3 — LQ)
0 0 2-A1+\)

Ainsi :
rg(A—A3) <3<=A=0 ou 2—A1+A)=0
= A A=0 ou A=-2 ou A=1.

Ainsi Spec(A4) = {—2,0,1}.

x
— Sous-espace propre associé¢ a 0. Soit X = |y | € M3:(R).
z
z = 0 A
AX =0 < —z = 0 < { - Y
z =0
r—y—z = 0
1
Donc Ey(A) = Vect 1 = Ey(B).
0
x
— Sous-espace propre associé a —2. Soit X = |y | € M3:(R).
z
z = —2z L~ oy
BX =2X < —2 = —2y <:>{ B .
T—y—z = —2z
1
Donc E_5(A) = Vect -1

13
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x
— Sous-espace propre associé a 1. Soit X = |y | € M3:(R).
z
: -7 r = z
BX = X < -z = y <= { B -,
r—y—2z = z vy =

1
Donc E;(A) = Vect -1
1

— Diagonalisabilité de A : elle a trois valeurs propres distinctes et de dimension
3 donc elle est diagonalisable.

En effet, essayons de trouver une base qui diagonalise A et B.

1
— On a Ey(A) = Vect 1 = Ey(B).
0
1
— E_5(A) = Vect -1 et
—2
1 -1 0
1| == 1]+2(0] eEyB)
—2 0 1
— F1(A) = Vect )
1 1 0
+ | 0] € Eq(B).
1
— La famille ( est une famille libre de Fy(B) de cardinale égal
a dimension de Ez ) donc c’est une base de Ey(B).
Ainsi la famille
1 1 1
=], =1
0 —2 1
est une base de M3, (R) formée de vecteurs propres pour A et B.
1 1 1
En posant P= |1 —1 —1] on a alors:
0 -2 1
0 0 O 000
P'AP=1{0 =2 0| et P'BP=(0 2 0
0 0 1 0 0 2

14
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2. En remarquant que M (a,b) = aA+bB on a :

0 0 0 000 0 0 0
P'M(a,b)P=a |0 =2 0| +b[0 2 0)=(0 2(b—a) O
0 0 1 00 2 0 Oa+2b

Les valeurs propres de M(a, b) sont donc 0,2(b — a) et a + 2b.

Correction de I’exercice 6. On pose

M=

_— o O O
o O O
o ot O

o O O e

0 0

L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si la matrice M 'est et dorénavant,
nous ne parlerons que de cette matrice.

Un nombre A € C est valeur propre de M si et seulement si la matrice M — \I4 n’est pas
inversible.

Par l'algorithme de Gauss, les matrices suivantes ont méme rang (ce qui permettra de
déterminer & quelle condition sur A la matrice M — Al n’est pas inversible) :

1 0 0 =X
0 —X b
I‘g(M - A]4) =1Ig 0 c .\ 0 (Ll A L4>
-A 0 0 a
1 0 0 —A
0 =X b 0
=TIg 0 c )\ 0 (L4(—L4—|—)\L1)
0 0 0 a—)\
A b 0
=1+rg| ¢ —A 0
0 0 a—M

Du fait de la structure de cette derniére matrice, A — \I4 est de rang < 4 si et seulement

sia— A =0ou (_c)\ _b)\) est de rang < 2.

Finalement X est une valeur propre de M si et seulement si a — A2 = 0 ou bc — \? = 0. Le
spectre de M est donc

Spec(M) = {—v/a, v/a, Vb, —Vbe}.

Les nombres a, b et ¢ étant tous > 0, ce spectre comporte 4 éléments distincts si a # bc
auquel cas la matrice M (d’ordre 4) est diagonalisable. Le cas a = be est singulier en ceci
que le spectre de M est réduit & deux éléments

Spec(M) = {—+/a,Va}.

Pour conclure a la diagonalisabilité de M dans ce cas, déterminons les dimensions des
x

espaces propres. En posant X =

SR N

15
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at = ax
B cbz = +acy = az B
MX = aX < bz_\/ay:» cy = Vaz @»{Cy_ﬁz

cy = +Vaz o r = +at
r = Vat v Vat

Ce systéme est clairement de rang 2, la dimension de I’espace propre associé est donc de
2 (thm du rang). Le méme calcul est valable pour la valeur propre —+/a et donc, au total,
la somme des dimensions des espaces propres vaut 4 et la matrice M est diagonalisable.

Correction de I’exercice 7. Soit

2 -1 -1
A=1-1 2 -1
-1 -1 2
1. On a (calcul)
A% =3A

et donc par une récurrence assez immeédiate
Vn € N*, A" = 3" A.

2. La somme des trois colonnes de A vaut 0, A n’est donc pas inversible et 0 est valeur
propre de A.
On A? —3A = A(A—3I3) = 0 et si A— 313 était inversible, on aurait A = 0, ce qui
est faux. Ainsi A — 313 n’est pas inversible et donc 3 est une valeur propre de A.
On a donc et {0,3} C Spec(A).

3. Réciproquement si A\ est valeur propre de A, il existe X non nul tel que AX = A\ X
et A2X = \2X. D'ou :
0=(A?-34)X = (\* -3\)X
et donc A% — 3\ = 0.

Ainsi A =0 ou 3.
On a donc montré par double inclusion {0,3} = Spec(A).

x
4. (a) X =y | € Ep(A) si et seulement si —z+2y—2z=0et —x —y+22z=0et
z
donc :
1
Ey(A) = Vect 1
1
T
(b) X = |y | € E3(A) si et seulement si x + y + z = 0 et donc
2
—1 —1
E3(A) = Vect 11,10
0 1

16
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1 -1 -1
La matrice P= |1 1 0 | diagonalise A au sens ot
1 0 1
000
P'AP=(0 3 0
00 3

Correction de D’exercice 8. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 3 et u un
endomorphisme de E tel que u? # 0 et u® = 0.

1. Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé. Alors :

u(z) = A
puis
u(z) = u(u(z)) = Mu(z) = N et u’(z) = N
Or u? est 'endomorphisme nul donc :
0p = u’(z) = Nz,

Comme x # O (c’est un vecteur propre) alors A\* = 0.

On a donc : Spec(u) C {0}.

Réciproquement, soit # € E tel que u?(z) # 0p. Un tel o existe car u® # 0 et est
non nul car u*(0g) = Op.

On a alors, compte tenu de u®> =0 :

u(u®(r)) = 0 = 0 - u?(z).

Ainsi 0 est valeur propre et uz(m) est un vecteur propre associé.

Finalement Spec(u) = {0}.

Supposons u diagonalisable. Alors il existe une base dans laquelle la matrice de u
est la matrice diagonale avec des zéros sur la diagonale c’est-a-dire la matrice nulle.
Mais alors u (donc u2) serait nulle ce qui contredit les hypothéses.

Ainsi u n’est pas diagonalisable.

2. Soit x € E tel que u?(z) # 0g. Montrons que (z,u(z),u?(z)) est une base de E.

— Soit (A1, X2, A3) € K tels que :
(%) Mz + Au(z) + Azu?(x) = 0p.
En appliquant u? on obtient par linéarité
M (x) + Moud(z) + Au*(z) = 0p.
Or u® (donc u* aussi) est 'endomorphisme nul donc on obtient :
Mu?(z) = Mu?(z) + doud(2) + Asut(2) = 0g.

Or u?(z) # 0g donc A\; = 0.
L’identité (x) devient alors :

ou(z) + A3u?(7) = 0.

En appliquant u on obtient alors de méme Ay = 0 puis finalement A3 = 0.
Ainsi la famille (z,u(z),u*(x)) est une famille libre de E.

17
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— La famille (z, u(), u*(x)) est une famille libre de F de cardinal 3 et dim(E) = 3
donc c’est une base de E.

3. Soit B la base de la question précédente et notons M la matrice de u dans B. On

a:
— wu(x) = u(z) donc les coordonnées de u(z) dans B sont (0,1,0) et la premiére
0
colonne de M est | 1];
0
— u(u(z)) = u*(x) donc les coordonnées de u(u(z)) dans B sont (0,0,1) et la
0
deuxiéme colonne de M est | 0] ;
1
— u(u*(x)) = u*(x) = 0 donc les coordonnées de u(u?(z)) dans B sont (0,0, 0) et
0
la derniere colonne de M est | 0
0
Ainsi :
0 00
M=11 00
010

2 Applications et approfondissements

Correction de ’exercice 9.
1. Soit A € R.On a :

A € Sp(A) <= A — A\, n'est pas inversible <= rg(A — \ly) < 4.

18
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Or :
-2 0 0 2
0 —Xx 1 0
rg(A— Ay) =rg 0 1 -\ o0
2 0 0 -
2 0 0 -
0o - 1
=rg 0 1 Y 0 L1 <—— L4
-2 0 0 2
2 0 0 —A
0 —Xx 1 0 A
=1g 0 1 =X 0 Ly+— Ly+ §L1
)\2
0 0 0 2——
2
2 0 0 -
0 1 =X 0
=rg| |0 =X 1 0 L3 <— Lo
4 — )2
0 0 0
2
20 0 —A
01 =X 0
=12 |0 0 1—-)\° 0 L3 <— L3+ ALy
00 o i s
2
Ainsi :
ANESP(A)=1-XA=0 ou 4-N=0<X\N=1 ou N=4
Donc : Sp(A) 2,—1,1,2}.

— {—
x
o Soit X = z € My1(R). On a :
t

2t = -2z
z = =2y
X € E5(A) <= AX = 2X <= y _ o
2z = =2
r = -t
= y = 0
z = 0

Ainsi : E_5(A) = Vect

_ o O
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T
o Soit X = z € My1(R). On a :
t
2t = —x
X €F_j(A) <= AX = —X — y =7 :Z
2z = —t
y = —z
¢ = 0 .
t = 0
0
Ainsi : E_1(A) = Vect _11
0
T
e Soit X = Z € My1(R). On a:
t
2t = x
X € By(A) &= AX = X «— . -
2z = 1
z =y
< x = 0.
t =0
0
Ainsi : By (A) = Vect 1
0
T
e Soit X = ‘z € My1(R). On a:
t
2t = 2z
X € By(A) &= AX = 2X > . ° - gg
2z = 2t
r =t
= Yy
z = 0

Ainsi : Ey(A) = Vect

[ e R
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2. On pose :
-2 0 0 0 1 0O O
0O -1 0 0 0 1 1
D=1o 0o 10] =0 -1
0 0 0 2 -1 0 0

Alorson a: D = P 'AP.

_— o O =

3. (a) La matrice nulle appartient a C4 donc C4 est un sous-ensemble non vide de

M (R).

Soit (M, N) € Cy x C4 et A € R. Alors, comme M et N commutent avec A

on a .

A(M + AN) = AM + AAN = MA+ ANA = (M + AN)A.

Ainsi, M + AN commute avec A : M + AN € Cy4.

D’aprés la caractérisation des sous-espaces vectoriels, C'y4 est un sous-espace

vectoriel de My (RR).
Notons que : M = PNP™!. On a donc :

MeCy < AM = MA < APNP ' = PNP'A

< P 'APNP ' = NP 'A en multipliant par P!

= P'APN = NP 'AP

en multipliant par P

—2n11 —nig Mg
—2n271 —TNg22 MN23
—2n31 —Mngz2 N33
—2714,1 —Ny42 TN4g3

& DN =ND car D= P 'AP
<~ N ¢ Cp.
(¢) Soit N = (n;;) € M4(R). Un calcul donne :
—277,171 —271172 —271173 —2”174
—Nan —N22 —Na3 —N24
DN = ’ ’ ’ ’ et ND =
UEN! n3,2 n3,3 n3,4
2714’1 2714’2 2714’3 271474
Ainsi :
Ne(Cp< DN=ND
—2TL1’1 = —271171
—2n12 = —nig
—2n173 = nis
—277,174 = 271174
—nN21 = —2n2,1
—N22 = —N22
—Ng3 = USR]
—MNga = 2Noy4
< < ’ ’
n3; = —2ns;
ng 2 = N3z
n3,3 = UER
N3y = 2n34
277,4,1 = —2n4y1
27”04,2 = —Nyp
2ng3 = nugs
\ 271474 = 2%4’4

<= n,; = 0 pour tout i # j.
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n11 0 0 0
. 0 n 0 0
Ainsi : Cp = 0 (2)’2 nas 0 ; (n1,1,n2,2, 13,3, Ma4) € R*

nia 0 0 0
0 n 0 0 _
Ca=4P 0 8’2 nys 0 p! , (n1,1,n22, 33, N44) € R?
0 0 0 U7V
10 0 -1
1{0 1 -1 0
-1+ .
Or, P =510 1 1 o . Donc :
1 0 0 1
N1+ Nay 0 0 —N11 + Nas
1 0 N22 + N33 —MN22+ N33 0 4
Cyp=<— ' : ’ ’ . R
4 2 0 —Na22o + n33 n22 + n3.3 0 ’ <n1’1’ ’n4’4) =
—nNi1 + g4 0 0 nia + Ny44
Or 'application :
R* — R*
(M1, naa) — = (Nag + N, —Na1 + Naa, Moo + N33, —Noo + N3 3)

2

est une bijection de R%. Donc, en posant

(a,b,c,d) = 5 (P11 + Naa, =M1 + Naa,Noo + N33, —No2 + N3 3)
on obtient :
a 0 0 b
. 0 C d 0 4
Cy= 0de ol (a,b,c,d) € R
b 0 0 a

(e) D’apres la question précédente, la famille :

1 000 0001 0000 0000
0000 0000 0100 0010
0Oo0O0O0)"fOOOCOI"fO O 1T 010 1 0 O
0001 1000 0000 0000
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4

est une famille génératrice de C'4. De plus, pour tout (a,b,c,d) € R* on a :
10 0 01 0000 0000
aOOOO OOOO—i—cOlOO—i—dOOlO—O
0000 0000 0010 010 0] "M®
0001 1000 0000 0000
a 0 0 b
0 cd O
1o d ¢ of =@
b 0 0 a
—a=b=c=d=0.
Ainsi cette famille est aussi libre.
Finalement, la famille suivante est une base de Cy :
1000 0 001 0000 0000
0000 0000 0100 0010
000O0Of”10O0O0O0O)]7fO O 1T OO0 1 00
0001 1 000 0000 0000
En particulier, dim(Cy) = 4.
Correction de ’exercice 10. On considére le systéme différentiel suivant :
/ 20 — Y2 — s
o=
/ _y1+%y2_y3
y2 - 3
;T — Y2+ 2y3
Ys = 3
2 -1 -1
1. En posant A=—-|—1 2 —1] alors on a bien :
3
-1 -1 3
/ 21 — Y2 — U3
S iy,
VEER, Y/(t) = AY () <= { o, — _y1+3y2_y3
;Y1 — Y2+ 2y3
y3 - 3
2. (a) On trouve :
1 1 1
Sp(A4) ={0,1} ; Ey(A)=Vect | |-1],| O ;. FEo(A) = Vect 1
0 —1 1

En particulier, la somme des dimensions des sous-espaces propres de A valant
3, A est diagonalisable.

(b) En posant :

000 1 1 1
D=1010 et P=|1 0 -1
0 01 1 -1 0

ona A= PDP !
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3. (a) On sait que (y1, Y2, y3) est solution du systéme si et seulement si pour tout réel
t, Y'(t) = AY (). Or, pour tout réel ¢ :

Y'(t) = AY (t) &= Y'(t) = PDP'Y(t) <= P 'Y'(t) = DP7'Y(t) = DX ().
En effet, il suffit de remarquer que par linéarité de la dérivation on a :

Vte R, PYY'(t) = (P7'Y)(t) = X'(t).

Ainsi (y1,y2,ys3) est solution du systéme si et seulement si pour tout réel ¢,
X'(t) = DX (t).

T
(b) Posons X = | x9
T3
(t) = 0
VieR, X'(t) = DX (t) <=Vt e RS z4(t) = x2(t)
x5(t) = w3(t)
l’l(t) = C1
<= J(c1,c0,c3) ERPVEER To(t) = o€
z3(t) = cae.

(c) D’apres les questions précédentes, (y1, Y2, y3) est solution du systéme initial si
et seulement si il existe (c1,c9,c3) € R? tel que pour tout réel ¢ :

yi(t) 1 1 + coe’ + czel
y(t) | =P | e | = ¢, — czet
ys3(t) csel cp — coet

Correction de l’exercice 11.

1
1. XO = O
0
2. Pour tout n € Non a:
3a, + 4b, + ¢, 3 4 -1
Xpi1=| —4a, —5b,+c, | =|—-4 -5 1 | X,.
—6a,, — 8b, + 2¢, -6 -8 2
3 4 -1
Ainsi la matrice C = | -4 -5 1 convient.
-6 —8 2

3. On vérifie que Spec(C) = {—1,0,1} et que :

1 -2 1
Ey(C) = Vect —1 ; E_1(C) = Vect 3 ;. Ey(C) = Vect -1
—1 4 —2

C’est une matrice 3 x 3 avec 3 valeurs propres distinctes donc elle est diagonalisable.
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4. Par récurrence montrons que P, :« X,, = C" Xy » est vraie pour tout n € N.
e Initialisation : C° = I donc P, est vraie.

e Hérédité : soit n € N et supposons P,, vraie. Montrons que P, est vraie.
Par hypothése de récurrence, on sait que X,, = C" X, donc :

Xpi1 = CX,, = CO"Xy = C"1 X,

Donc P41 est vraie.
e Conclusion : par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, X, =

C"Xy.
1 -2 1
5. Enposant : P= | —-1 3 —1| d’aprés la question 3 on a :

-2 4 -1

1 0 0
C=pP|0 -1 0] P!
0 0 0
Par récurrence montrons que P, :
1 0 0
cC"=P|0 (=1)" 0|P!

0 0 0

est vraie pour tout n € N*.
e Initialisation : c’est la diagonalisation de C.
e Hérédité : soit n € N* et supposons P, vraie. Montrons que P, 1 est vraie.

1 0 0 1 0 0
crtt=c'c=pP|0 (-1D)" 0|P'P|O0 -1 0] P!
0 0 0 0 0 0
1 0 0\ /1 0 0
=P|0 (=)™ 0] |0 -1 0|P!
0 0 0/ \0 0 0
1 0 0
=P(0 ()" of P!
0 0 0

et on en déduit donc que P, est vraie.
e Conclusion : par le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout
n € N*.

Ainsi pour tout entier naturel n non nul :

1 0 0
X,=P[0 (-=1D)" 0] P 'X,
0 0 0
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Il ne reste plus qu’a calculer P~! pour déterminer X,,. Un calcul donne :

1 2 -1
Pt=|11 0
2 0 1
Finalement pour tout n € N* :
1 0 0
X,=P[0 (-=1D)" 0] P 'X,
0O 0 0
1 0 0 1
=P|0 (=)™ 0] [1
0 0 0 2
1
=P (-1)"
0
1—=2(-1)"
= | —1+3(-1)"
—2 +4(—1)"
Ainsi :
a, = 1-=2(=1)"
Vn € N*, b, = —1+3(—-1)"
cn = —244(-1)"

Correction de ’exercice 12.
1. (a) Soit n € N. D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet

77777

5
P(X, =1) = ZP[Xn:j] (Xng1 = 1)P(X,, = j).
j=1

Compte tenu du comportement de la souris on trouve :

1 1

1

1 1
P(Xo1 =3) = JP(X, =2) + P(X, = 3) + ;P(X, = 4)
1
1
P(Xo1 = 5) = ;P(X, =4) + P(X, =5)
D’ou :
0 1/2 0 1/3 0
1/2 0 0 0 0
Vo= 0 1/2 1 1/3 0|V,
1/2 0 0 0 0
0 0 0 1/3 1
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(b) C’est une récurrence immédiate (& savoir rédiger en détail!).
(c) Soit A € R.

-A 12 0 1/3 0
/2 =X 0 0 0
rg(M —X;)=rg| 0 1/2 1—-X 1/3 0
1/2 0 0 -2 0
0 0 0 1/3 1-2AX
1/2 0 0 -2 0
/2 =X 0 0 0
=rg| 0O 1/2 1—-X 1/3 0 (Ly < Ly)
-Ax 1/2 0 1/3 0
0 0 0 1/3 1—-2AX
1/2 0 0 —-A 0
0 —-Xx 0 A 0
—rg| 0 12 1-x  1/3 0 LLZ_LLZ;EJ
0 1/2 0 1/3-2X 0 S !
0 0 0 1/3 1—A
1/2 0 0 -
0 1/2 0 1/3—-2X 0
=rg| 0 1/2 1-2X 1/3 0 Ly Ly
0 —-Xx 0 A 0
0 0 0 1/3 1—A
Puis :
1/2 0 0 -A 0
0 1/2 0 1/3=2X 0
rg(M —X)=rg| 0 1/2 1—2A\ 1/3 0
0O —-Xx 0 A 0
0 0 0 1/3 1—A
/2 0 0 —A 0
)2
0 1/2 0 1/3 22)\ 0 Ly — Ly — Ly
=rg| O 0 1-—-2AX 2\ 0 L — Lu 4 2L
0 0 0 A5/3—4X%) 0 4 4 2
0 0 0 1/3 1—A
Finalement, en inversant les deux derniére lignes puis les deux derniéres co-
lonnes :
1/2 0 0 0 —-A
0 1/2 0 0 1/3 — 2\
rg(M —X;)=1g| 0 0 1-X 0 2)\2
0 0 0 1—-2X 1/3
0 0 0 0 A(5/3—4)\?)
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Ainsi :

rg(M — M) <5<=1-X=0 ou A5/3—4)\?)=0

Donc Spec(M) = {0, 1, \/ V1 }

De plus pour A € {0, \/g, —\/;}, le rang de M — A5 est 4 donc d’aprés le
théoréme du rang les sous-espaces propres sont de dimension 1.

Pour A = 1, le rang de M — A5 est 3 donc d’apres le théoréme du rang le
sous-espace propre est de dimension 2.

En particulier, la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale & 5
donc M est diagonalisable et semblable & :

100 O 0
010 0 0
000 O 0
/5
0 00 — 0
12
5)
000 O -/ =
12
a
b
(d) — Pour la valeur propre 1. Soit X = | ¢ | € M5;(R). On a :
d
e
1/2b+1/3d = a
1/2a = b b = 0
MX=X<+<=( 1/2b+c+1/3d = ¢ <= a = 0
1/2a = d d =0
1/3d+e = e
0 0
0 0
Donc Ey (M) = Vect 1{,]0
0 0
0 1
— De méme, on a :
0 5—2V15
2 —6+ /15
Ey(M) = Vect 0 ;. E (M) = Vect 5
-3 N —6+ V15
1 2
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et

54 2v15
—6—+15

E (M) = Vect 5
- 615
2
(e) Cela revient a trouver pour tout i € {1,...,5}, lir+n P(X,
n—-+0oo
1
0
Vo=10
0
0

On peut calculer explicitement P puis P~ et faire le calcul :

V, = PD"P~'V;
mais c¢’est fastidieux.

Sinon, on peut étre plus astucieux.

= 1) sachant que

On note C,Cy € Ey (M), Cs € Eo(M), Cy € E\/—(M) et C5 € E_\/I(M) les

5
12
colonnes de P déterminées a la question précédente.

12

On note également (eq, ..., e5) la base canonique de M5 ;(R).

On a alors : Pe; = C; donc P7C; = e;. On a ainsi :

PD”PiICi = PD"eZ = Pdi’iei = dMPei = d%ZCZ

En notant (a,b,c,d,e) les coordonnées de V dans la base (Cy,...,C5) on a

donc :

(*) Vnza01+ng+d\/% C4+e<—

12

5) e

Il suffit donc de déterminer les réels (a,b,c, d,e) € R’ tels que :

1

o O OO

En résolvant le systéme on trouve :

5} 2 —5—2v15
a=—=- ; b== ; ¢c=0 ; d:—35 ;

( 1)

( ) 5 2 1
lim P(X,=3)| = ?01 + ?02 ==

( 4)

( 5)

= aC’l + bCz + 003 + d04 + 605.

N OO Ot OO

-5+ 2v15
35 '
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Malheureusement, aprés une grande durée, le plus probable est qu’elle finisse
mangeée.
2. Soient n > 0 et r > 1 deux entiers.
Soient (ig,...,4,) € {1,...,5}" " et (juit, .-, dnsr) € {1,...,5}" tels que :

P(XOZZo,,Xn:Zn)>0

On sait que

. . ]P(onio,...,Xn r = Jn r)
P[X0:i07--~7Xn:in](Xn+1 = Jntlre o Xpgr = ]n+r) = P(XO — o, ; — ;r

Or par la formule des probabilités composées :

P(XO — 7;07 N 7Xn+r — jn+7“)
= IP>(AXVO = iO)IP)[X(J:io](Xl = 21) X X P[onio,~-~,Xn+r—1=jn+r—1](Xn-‘rr = jn-‘rr)
= P(Xo = i0)Ppxo—io) (X1 = 11) X -+ X P, 1) (Xt = Jinir)

la derniére égalité provenant de la description du comportement de la souris : sa
position & un instant donné ne dépend que de sa position immédiatement avant et
pas de toute sa trajectoire. Or, par construction de la matrice M, pour tout k € N
la probabilité conditionnelle Py, —;(Xiy1 = j) de passer de la piéce i a la piéce j
est le coefficient (j,7) de M. Ainsi :

P(XO =10, .. 7Xn+r = ]n+r‘) = P(XO = ZO)mio,jl My G

De méme
P<XO =1p,... aXn = Zn) = ]P(XO = 2.0>,rni0,j1 s M i

En faisant le quotient, on obtient alors le résultat voulu.

3. On note T5 la variable aléatoire définie par :
T5 =inf{n > 0; X, =5}.

La variable aléatoire Ty représente le temps que la souris met pour atteindre le
fromage (la premiére fois).
Pour tout 7 € E on note
U; = P[oni] (T5 < +OO).
Ainsi u; est la probabilité que la souris atteigne le fromage en partant de la piéce
n°i.
(a) Partant de la piéce 5, la souris est dé¢ja au fromage donc us = 1.
Partant de la piéce 3, la souris se fait manger donc elle n’atteindra jamais le
fromage us = 0.
(b) Soit n € N*.
L’événement [T5 = n] est réalisé si la souris atteint la piéce 5 pour la premiére
fois a I'instant n c’est-a-dire si sa trajectoire n’a pas rencontrée la piéce 5 entre
les instants 0 et n — 1 et atteint la piéce 5 en n :

[T5:TL] = U [X():,To,...,Xn_l:J,’n_l,Xn:E)].

(z0,...,xn—1)€{1,2,3,4}"
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(c)

Soit n > 2 et (i,5) € E?. D’aprés la question 2 on a d’une part, pour tout
(xl% s 7:[;7171) € {17 27 3’4}71 :

Mz - Mg, 5 S1(To,T1) = (2,7
P[Xo:i,Xlzj]<[X0 = X, ... ;Xn—l = xn—laXn - 5]) - { g 0 ’ ( ' SiIllz)n ( j)

Donc avec la question précédente :

Pixo=i,x,=5) (15 = n) = > My - - My 5
(z2....®n—-1)€{1,2,3,4}"—2
D’autre part, pour les mémes raisons on a pour tout (xg,a,...,Tp_1) €
{1,2,3,4}" 1
Mgy Mg, 15 SlTo=]
P[XO:]}([XO = Xy, Xl =T2,... 7X7L—2 = Tn-1, Xn—l == 5]) = { 7,T2 0 Tpn—1 Sinon J
donc :
]P)[Xo=j] (T5 =N — 1) = Z mj7x2 Ce mxn_1,5.
(mg...,mnfl)6{1,2,3,4}“*2
et ainsi :

P[X0=i,X1=j}(T5 = n) = P[onj] (T5 =n— 1).

Une fagon moins formelle de dire les choses : sachant que la souris commence
par visiter la piéce i et j, pour qu’elle atteigne le fromage en n coups tout se
passe comme si, partant de la piéce j elle I’atteint en n — 1 coups.
Pour ¢ ¢ {3,5}, on applique la formule des probabilités totales avec le SCE
([X1=4])j=1,.5 :
5
wi =Y Ppxyix, ) (Ts < +00)Pix—i (X1 = j)

j=1
(en ne tenant compte dans la somme que des j pour lesquels P(Xy = i, X; =
j) #0). Comme i ¢ {3,5}, avec les questions précédentes :

+o00

Pixo=ix, =i (T5 < +00) = ZP[XO:i,Xlzj] (T5 =n)

n=1
—+o00

= Px=j)(Ts = n = 1) = Px,—y(T5 < +00)

n=1

et on obtient donc :

5
wi =Y uPryo= (X1 = j)-

j=1
D’ot le systéme :
( 1 1

up = %UQ + ?U4

Uy = bR + S Us

us = 0

1
Uy = §U1 + §U3 + §U5
Us = 1.
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21 3
(e) On trouve (uq,ug, us, Uy, us) = <§, 5707 2 1>-

Correction de I’exercice 13. Soit n € N* et soit ® 'application définie sur R, [X] par :
" /n
VP e R,[X], ®(P)= P®.
cmi, #P)=3(})

1. Montrons que ® est linéaire : soit P,Q € R,[X] et A€ R. On a :

B(P+\Q) = Zn: (Z) (P+2Q)®

ol
[e=]

<n) (P® £ XQ™)  par linéarité de la dérivation

o \F
—~ (n k) —~ (n (k) R

= Z <k) PF) 4\ Z (k;) Q par linéarité de la somme
k=0 k=0

= PO(P) + \0(Q).

Ainsi @ est linéaire.
De plus, on sait que : VP € R,[X], deg(P’) < deg(P) — 1 donc on en déduit que :

deg(®(P)) = deg(P) < n.

Ainsi @ : R, [X] — R, [X].
Finalement, ® est un endomorphisme de R, [X].
2. On note A endomorphisme de R,,[X] définie par : VP € R, [X], A(P) = P".
(a) On a pour tout k € [1,n], A(X*) = kEX*! et A(1) =0 donc :

01 0 0 --- 0
0 2 0 -0
D =
0
; on
00 - «v oo 0

(b) En remarquant que pour tout k € [0,n] : AF(P) = P* on déduit :
" /n
$ = A*,
> (3)
k=0
Or comme A et idg,[y] commutent, on a l'identité de Newton (& prouver par
récurrence!) :
" /n
o = AF = (A +1id ",
kZ:O ( k) ( Ra[X])

Ainsi :

A = Matg, (®) = Matg, ((A+idg,[x])") = Matg, (A+idr,(x)))" = (D+1p41)".
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3. Python

(a) Ecrire une fonction Python qui prend un entier n € N* en argument et renvoie
la matrice D sous forme de tableau numpy.

def D(n):
M = np.zeros([n+1,n+1])
for i in range(n+1):
M[i,i+1]= i+1
return M

(b) Méme question avec A.

def A(n):
I = np.eyes(n+1)
M = D(n)+I
MatPhi = 1

for i in range(n):
MatPhi = np.dot(M,MatPhi)
return A

(¢) Les coordonnées de ®(P) dans la base canonique s’obtiennent en faisant le
produit de A et de la colonne des coordonnées de P dans la base canonique
d’otu :
def Phi_coordo(n,P):
MatPhi = A(n)
return np.transpose( np.dot(MatPhi,np.transpose(P)))

4. On sait que :

11 0 0 0
1 2 0 0
A—
0
: on
0 0 «ov wev wovo 1

En particulier, A est triangulaire avec ses coefficients diagonaux égaux a 1 donc A
est inversible.

Comme c’est la matrice de ® dans la base canonique, ® est bijectif.

5. Pour les mémes raisons, on en déduit que les valeurs propres de ® sont les coefficients
diagonaux de A c¢’est-a-dire : Spec(®) = {1}.
Soit P € E;(®) non nul.

Alors : Z (Z) P®) = P ¢est-a-dire Z (Z) P® =,

k=0 k=1
En notant p = deg(P) on a donc, sip > 1:
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avec P',..., P®) non nuls et de degrés échelonnés donc libre. C’est absurde car (x)
signifie qu’elle est liée.

Par conséquent p = 0 : E1(®) C Ro[X]. L’inclusion réciproque est immédiate si bien
que El(q)) = Ro[X]

. La somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 1 < dim(R,[X]) donc &

n’est pas diagonalisable.

Correction de 1’exercice 14. Soit n € N* et considérons la matrice n X n :

2 1 0 ... 0

1 2 1 :

Ap=10 . . .0

) ]

0 0o 1 2
I

Pour 1 </ <n, on pose 6, = et on note :

n+1

Vp = (Sin(keg»lgkgn € Mn’l(R)
(a) Pour z,y € R,
sin(z — y) + 2sin(z) + sin(z + y)

= sin(z) cos(y) — sin(y) cos(z) + 2sin(x) + sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z)
= 2(1 + cos(y)) sinz.

(b) Soit 1 < ¢ < n. Posons wy = A,v, et notons

Wi ,e V1,
Wy = et v =

W, ¢ Une

)

On a alors, pour 2 < k < n — 1, en faisant le produit matriciel :

Wk = V(k-1),0 T 2V + Vt1)0
et, pour k =1,
Whye = 2050 + V(k41),05

et enfin pour k = n,
Wi = V(k—1),0 + 20k -

— Cas o1 2 < k <n—1: parla question précédente avec x = kb, et y = 0,
on a, puisque vy, = sin(kb,) :

Whye = V(k—1),0 T 2V + Vs1) 0
= 2(1 + cos(6y)) sin(kb;) = 2(1 + cos(0y) ) vk = AeUke

ot Ay = 2(1 4+ cos(6y)).

70
Notons que nous n’avons pas utilisé le fait que 6, = —] dans ce calcul.
n
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— Casou k=1: alors k—1 =0 et en posant vp, = 0 = sin((k — 1)6,), on
a:

Whye = V(k—1),0 T2Vk0 + Vs1),0
0

= 2(1 + cos(6y)) sin(kb;) = 2(1 + cos(0y))vke = AeUke

ot Ap = 2(1 4 cos(6y)).
— Casou k=mn: alors k+1=n+1 et en posant

Vnt1) = 0 = sin(lm) = sin((k + 1)6,)

(on se sert de la valeur exacte de 6, uniquement a ce moment, il ne faut
pas le louper), on a :

Wk = V(k—1),¢ T 20k + Vt1),0
——
-0

= 2(1 + cos(0y)) sin(kby) = 2(1 + cos(6s) ) vk = AUk

ot Ay = 2(1 4+ cos(6y)).
On a donc démontré :
Apve = wp = Avg
ou N\ = 2(1 + COS(QE)).
Comme v, est non nul, cela montre que A\, = 2(1 + cos(f,)) est valeur propre

de A,, et vy en est un vecteur propre associé.

2. Les n réels 0, sont des réels distincts de I'intervalle [0, 7], intervalle sur lequel la
fonction cos est injective. Les Ay, £ €
llbracket1, n] sont donc deux a deux distincts et nous avons trouvé n valeurs propres
distinctes de la matrice A,,, de taille n x n.

Cette matrice est donc diagonalisable '.

3. La matrice A, est inversible car 0 n’est pas valeur propre. En effet, pour ¢ € [1,n] :

A = 2(1 + cos(6y)) = 4 cos® %

0, l
C 2
omme 9 ntl

T T
Z€ [0,5[, Ao £ 0.

1. On verra bientot que cela était prévisible car A, est symétrique réelle.
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