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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la préci-

sion des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les résultats, étapes importantes, . . .doivent être mis en valeurs.

Problème 1 � Modèle de di�usion d'Ehrenfest

On considère deux urnes U1 et U2 contenant à elles deux N ∈ N∗ boules.
À chaque étape, on choisit de façon équiprobable un entier entre 1 et N . Si ce nombre est
inférieur ou égal au nombre de boules contenues dans l'urne U1 alors on met une boule de
l'urne U1 dans l'urne U2 ; sinon, on met une boule de l'urne U2 dans l'urne U1.
Pour tout n ∈ N, on note Xn la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans l'urne U1 à l'étape n. La variable X0 est donc égale au nombre de boules initialement
présentes dans l'urne U1, la variableX1 est égale au nombre de boules présentes dans l'urne
U1 après un échange, . . .

Exemple : si l'urne U1 contient initialement 3 boules et l'urne U2 en contient 2 alors
N = 5 et X0 = 3.
On choisit alors un entier de façon équiprobable entre 1 et 5. S'il est égal à 2 alors on
met une boule de l'urne U1 dans l'urne U2 et l'on a X1 = 2. On choisit alors de nouveau
un entier de façon équiprobable entre 1 et 5. S'il est égal à 3 alors on met une boule de
l'urne U2 dans l'urne U1 et l'on a X2 = 3. On choisit alors de nouveau un entier de façon
équiprobable entre 1 et 5. À l'issue de l'échange on aura X3 = 2 avec une probabilité de
3

5
et X3 = 4 avec une probabilité de

2

5
.

Pour tout n ∈ N, on note Yn =


P(Xn = 0)
P(Xn = 1)

...
P(Xn = N)

. On a donc :

∀k ∈ J0, NK, Yn,k = P(Xn = k).

Partie 1 � Matrice de transition

1. On suppose, dans cette question uniquement, que N = 2.

(a) Prouver que, pour tout n ∈ N, on a Yn+1 = A2Yn où A2 =


0

1

2
0

1 0 1

0
1

2
0

.

Indication : une récurrence n'est pas nécessaire.

(b) La matrice A2 est-elle diagonalisable ? La réponse devra être justi�ée.

Dans la suite N ∈ N∗ est �xé.
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2. On considère la matrice de MN+1(R) :

A =



0 1/N 0 · · · · · · · · · 0

1 0 2/N
. . .

...

0
N − 1

N

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
N − 1

N
0

... 0 2/N 0 1
0 · · · · · · · · · 0 1/N 0


.

Prouver que : ∀n ∈ N, Yn+1 = AYn.
Indication : une récurrence n'est pas nécessaire.

3. On note tA la matrice transposée de A.
Déterminer lorsque N = 2 et N = 3, l'espace propre associé à la valeur propre 1 de
tA.

4. Prouver que, dans le cas général, la matrice tA possède 1 comme valeur propre.

5. En déduire que la matrice t(A − IN+1) est non inversible puis que la matrice A
possède 1 comme valeur propre.

Partie 2 � Détermination de l'espérance de la variable aléatoire Xn

Dans la suite n ∈ N∗ est �xé.

6. Quelles sont les valeurs que peut prendre la variable aléatoire Xn+1 −Xn ?

7. En déduire que E(Xn+1 −Xn) = 1− 2

N
E(Xn).

Indication : on pourra utiliser le système complet d'événements ([Xn = k])k∈J0,NK.

8. En déduire l'expression de E(Xn) en fonction de n et de E(X0).

9. On suppose N > 2. Déterminer la limite de E(Xn) lorsque n tend vers +∞ et en
donner une interprétation.

Partie 3 � Étude de la probabilité stationnaire

On s'intéresse dans cette question à l'espace propre de A associé à la valeur propre 1, que
l'on notera E1.

10. Soit X =

x0
...
xN

 ∈ E1.

Prouver que pour tout k ∈ J0, NK, xk =

(
N

k

)
x0.

11. En déduire la dimension de E1.

12. Calculer la somme S =
N∑
k=0

(
N

k

)
.
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13. Prouver qu'il existe un unique vecteur π =

π1
...
πN

 ∈ E1 tel que
N∑
k=0

πk = 1.

On donnera son expression.

14. On considère la variable aléatoire X∞ telle que :

X∞(Ω) = J0, NK et P(X∞ = k) = πk.

Quelle est la loi suivie par X∞ ? Donner son espérance, sa variance.

15. On suppose que X0 suit la même loi que X∞.
Déterminer la loi de Xn pour tout entier n et donner une interprétation.

Problème 2 � D'après G2E 2024

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul.

On se place dans Rn muni du produit scalaire canonique noté (· | ·).

On confondra les vecteurs de Rn et les matrices colonnes de Mn,1(R) ainsi que les réels
et les matrices carrées de M1,1(R).

Si A est une matrice, sa transposée est notée AT . Si E est un sous-espace vectoriel de Rn,
son orthogonal est noté E⊥.

On note S+
n (R) l'ensemble des matrices symétriques réelles dont le spectre est inclus dans

R+.
L'objectif de ce problème est de démontrer l'appartenance à S+

n (R) de certaines matrices.
La partie 1 est consacrée à l'étude d'exemples en petites dimensions. Dans la partie 2, on
fait le lien avec la notion de produit scalaire dans Rn et dans la partie 3 avec la notion de
covariance. Les parties 2 et 3 ne sont pas indépendantes.

Partie 1 � Quelques exemples

1. Préciser, en justi�ant, parmi les matrices ci-dessous lesquelles appartiennent à S+
2 (R) :

A =

(
0 2
−3 5

)
, B =

(
0 −1
−1 0

)
; C =

(
1 1
1 1

)
; D =

(
2

√
3√

3 4

)
.

2. On se place dans M3(R) et on considère l'ensemble M des matrices M(a, b) dé�ni
par :

M = {M(a, b) , (a, b) ∈ R2} où M(a, b) =

a b 0
b a b
0 b a

 .

(a) Montrer que M est un sous-espace vectoriel engendré par une famille judicieu-
sement choisie.
Justi�er que cette famille est libre et en déduire la dimension de M.

(b) Soit (a, b) ∈ R2. Déterminer deux vecteurs propres de M(a, b) sous la forme
(1, y, 1) (avec y ∈ R) puis un troisième vecteur propre orthogonal aux deux
précédents.
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(c) En déduire un réel r ≥ 0 et une matrice P inversible telle que P T = P−1 et :

∀(a, b) ∈ R2, M(a, b) = P

a 0 0
0 a+ br 0
0 0 a− br

 .

(d) Déterminer une condition nécessaire et su�sante simple portant sur a et b pour
que M(a, b) appartienne à S+

3 (R).

Partie 2 � Matrice de Gram

Soit une famille (e1, . . . , en) de n vecteurs de Rn, on note E = Vect(e1, . . . , en) et on
appelle matrice de Gram de cette famille la matrice G dé�nie par :

G =


(e1|e1) (e1|e2) · · · (e1|en)
(e2|e1) (e2|e2) · · · (e2|en)

...
...

...
(en|e1) (en|e2) · · · (en|en)

 .

3. (a) Démontrer que pour tout x ∈ Rn :

x ∈ E⊥ ⇐⇒ (∀i ∈ J1, nK, (x|ei) = 0).

(b) En déduire que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Rn :

(x1, . . . , xn) ∈ ker(G) ⇐⇒
n∑

i=1

xiei ∈ E⊥.

(c) En déduire en�n que la famille (e1, . . . , en) est libre si et seulement si G est
une matrice inversible.

4. Dans cette question, on cherche à prouver que G ∈ S+
n (R) et on pose X =

x1
...
xn

 ∈

Mn,1(R).
(a) Calculer le produit matriciel GX et démontrer que XTGX = (x′|x′) où x′ est

un vecteur de Rn à déterminer.
(b) Soit λ ∈ Spec(G) et X un vecteur propre de G associé à cette valeur propre.

En calculant de deux façons XTGX, démonter que λ ∈ R+ et conclure.

Partie 3 � Matrice de covariance

Soient (X1, . . . , Xn) n variables aléatoires réelles discrètes dé�nies sur un même espace
probabilisé (Ω,F ,P) telles que pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, la covariance de Xi et Xj existe.
On appelle matrice de covariance de (X1, . . . , Xn) la matrice Σ dé�nie par :

Σ =


Cov(X1, X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xn)
Cov(X2, X1) Cov(X2, X2) · · · Cov(X2, Xn)

...
...

...
Cov(Xn, X1) Cov(Xn, X2) · · · Cov(Xn, Xn)

 .
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5. (a) Démontrer que :

∀(i, j, k) ∈ J1, nK3, ∀x ∈ R, Cov(Xi, Xj+xXk) = Cov(Xi, Xj)+xCov(Xi, Xk).

(b) En déduire que :

∀i ∈ J1, nK, ∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn, Cov(Xi,
n∑

j=1

xjXj) =
n∑

j=1

xjCov(Xi, Xj).

6. (a) Justi�er que Σ est une matrice symétrique réelle.
(b) En s'inspirant de la question 4 de la partie précédente, démontrer que Σ ∈

S+
n (R).
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