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TESTS STATISTIQUES

1 Introduction : principe d’un test statistique

On considére une population €2 dont les individus possédent un caractére X (modélisé par
une variable aléatoire) dont la loi (ou un certains nombres de paramétres) sont inconnus.

Exemple : on dispose d’une piéce qu’on peut modéliser par une variable aléatoire sui-
vant une loi de Bernoulli de paramétre inconnue p (la probabilité de faire pile par exemple).

On souhaite formuler une hypothése sur le(s) parameétre(s) inconnu(s) (par exemple, une
hypothése sur sa valeur) et porter un jugement sur cette hypothése (est-elle raisonnable ?7),
en se basant sur ’observation d’un échantillon prélevé.

Exemple (suite) : on souhaite déterminer si notre piéce est équilibrée ou non c’est-a-
dire si p = 3

Pour cela, on peut par exemple lancer la piéce un grand nombre de fois et observer la
proportion de piles et de faces obtenus.

Principe des tests :

— Un test d’hypothése est une démarche qui a pour but de fournir une régle de
décision permettant, sur la base de résultats d’échantillon, de faire un choix entre
deux hypothéses.

— Hypothése nulle, H : c’est I'hypothése que I'on cherche a tester. Par exemple, on
1
fait I’hypothése que la probabilité de faire pile vaut 7

— Seuil de signification d’un test d’hypothése : c’est le risque « consenti a
I’avance de rejeter a tort ’hypothése Hy, alors qu’elle est vraie.

On utilisera en général o = 5%.
— Statistique de test ou variable d’échantillonnage : c’est une variable aléatoire
T (en lien avec le probléme initial) dont on connait la loi sous ’hypothése Hy.

On sépare alors R en deux zones : une zone de rejet notée Reje; et une zone de
non-rejet notée Ryonrejer telles que :

P(T € Riejet) = 3 P(T € Ruonorejet) = 1 — .

-Utilisation du test : a partir d’un échantillon, on calcule une valeur observée de
T , notée t,ps.

— Sitops ¢ Ryonrejer ¢'est-a-dire o € Ryejer alors hypothése Hy est rejetée.

— Sinon, ’hypothése Hy n’est pas rejetée.
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Exemple (suite) : on reprend 'exemple précédent. On lance n fois la piéce et on note

X, la variable valant 1 si on obtient pile et 0 sinon.

- X1+ + X, . . . .
La variable X,, = 1+ donne la proportion de piles parmi I’échantillon de

1 = 1
lancers et sous I’hypothése Hy : p = 2 nX,, suit une loi B (n, §>

Travail demandé

1 — 1
1. Sous I'hypothése Hy : p = 2 on sait que nX,, suit une loi B <n, §> donc

E(nX,) =~ et V(nX,) = .
2 4
En particulier, on a :
E(X,) =+ et V(X)) = —
Wy f T

L’inégalité de Bienaymée-Tchebychev appliquée a X,, donne alors, pour tout € > 0 :

_ 1 1
P(|X,—=|>c)<—.

En passant au complémentaire, on obtient :
_ 1 — 1 1

Pll|X,—=|< >P|X,—=|< >1-— .

(=) 1ok

_ 1 — 1 1
Enfin, il suffit de remarquer que P (‘Xn — 5‘ < 8) =P(X, € {5 — €, 5 + E}) pour

conclure.

2. En prenant comme statistique de test X, la question précédente signifie exactement
1 1 . .

que l'intervalle {5 — &, 3 + €:| est un intervalle de non-rejet avec un risque consenti

1

4ne?’
3. On fixe ¢ = 0.01. On cherche la valeur de n & partir de laquelle

inférieur & o =

1
< 0.05.
dne? —

1
On obtient n — — 50000.
HOPHENt = 0,05 - - - 0.012

La longueur de la zone de non-rejet (ici 2¢) est liée & ce qu’on appelle la puissance
du test : plus la zone de non-rejet est grande plus le risque d’accepter I’hypothése
Hy alors qu’elle est fausse (risque de deuxiéme espéce) est grande.

On remarque donc ici que I'inégalité de Bienaymée-Tchebychev n’est pas trés utili-
sable en pratique car il faut un échantillon trés grands (50 000) pour un risque de
deuxiéme espéce somme toute assez élevé (ici 2 = 2%!).
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2 Le théoréme central limite

La zone de rejet obtenu dans le paragraphe précédent avec l'inégalité de Bienaymeée-
Tchebychev est assez mauvaise car pour avoir une précision acceptable (e petit) et un
seuil o de 5% il faut faire un (trop) grand nombre de tirages (si on pense a des sondages,
on ne peut pas se permettre d’interroger 50 000 personnes).

Le but de cette partie est de visualiser expérimentalement ce qu’on appelle le théoréme
central limite (qu’on verra dans un chapitre ultérieur) puis de voir comment il permet
d’améliorer le test précédent.

2.1 Approche expérimentale

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi dont on note
i Vespérance et o I'écart-type, que 'on suppose non nul. On note pour tout n € N* :

_ Zzlek_n,u :Yn_ﬂ
o\/n o2

n

Sn

On note f une densité d’une variable de loi N'(0, 1) et ® sa fonction de répartition (voir
I'annexe).

Travail demandé

1. Ecrire une fonction qui renvoie f(z).

1 def demnsite_normal (x):
return 1/(np.sqrt(2*np.pi))*np.exp(-x**x2/2)

2. Ecrire une fonction S_poisson(n,lambda_) qui simule une réalisation de S, lorsque
les variables aléatoires (X)), suivent la loi P()).

1 def S_poisson(n,lambda_):
2 temp = rd.poisson(lambda_,n)
3 return (sum(temp)-n*lambda_)/np.sqrt(n*lambda_)

3. Simuler 10 000 réalisations de Sigoo (pour différentes valeurs de lambda_) et afficher
I’histogramme des valeurs obtenues.

N = 10000

lambda_ = 1

n = 1000

Poisson = []

for _ in range(N):

Poisson.append(S_poisson(n,lambda_))

plt . hist (Poisson, density = True)

© 00~ O T W N

—
)

t = np.linspace(-5,5,1000)
densite = densite_normal (t)
plt.plot(t,densite)

—_
[N
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On obtient le graphique 3 suivant :

040 1

0.35 1

030 1

025 1

0:20 1

015 1

-4 -2 0 2 4
FIGURE 1 — Histogramme pour une loi de Poisson

4. En modifiant, le programme précédente on obtient les graphiques suivants :

FIGURE 2 — Histogramme pour une loiFIGURE 3 — Histogramme pour une loi expo-
de géométrique nentielle

5. On constate que, peu importe la loi, ’histogramme semble « coller ». Cela illustre le
théoréme central limite que nous verrons lors du dernier chapitre de mathématiques.

2.2 Le théoréme central limite

Le phénoméne observé sur les exemples précédents peut se traduire de la facon suivante :

b 1 2
V—oo<a<b<+oo, lim IP’aSSngb:/ e 2dt = d(b) — d(a).
i B = (8) ~ ®(a)

Cela signifie que la suite (S,,), «tend ' » vers une variable aléatoire suivant une loi normale
centrée réduite.

Pour n assez grand (en pratique n > 30), on pourra approximer P(a < S, < b) par
O(b) — (a).

1. Le sens précis derriére cette notion sera vu dans un chapitre ultérieur.
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Exemple : on reprend le méme exemple. Remarquons que pour tout n on a :

Sn:\/ﬁ

p(1—p)

1
On en déduit que sous 'hypothése Hy : p = 3

—_

]P’(l—L <X,<-=- ﬁ)zp(—tgsngt)

L 20(t) — 1.
n—-+00

3

En prenant t = ¢, tel que ®(t,) =1 — % on obtient :

1 t — 1
Pl-—-—2<X,<- 2 P(—t, < S, <t
(2 2/n — 2 2\/‘> (= )

~1—aq.

L’intervalle [p } est donc une zone de non rejet avec un risque consenti

0 — 2\/—7p0+2\/—

(environ) égal a a.
Travail demandé

1. Pour a = 5%, on peut déterminer que t, ~ 1.96. On cherche n tel que :

t t
_a_ — %Y =10.02
A LW

c’est-a-dire :
= (0.02.

%\“

On trouve alors

2
t
= @ = 4 .
(0'02> 9604 < 50 000

2. (a) Recopier le code suivant qui permet de lire et stocker la probabilité p dans la
variable p.
1 fichier = open(’../piece.txt?’)
2 p = int(fichier.read())/100
3 fichier.close ()

Le fichier contient la probabilité p (en %) que la piéce donne Pile.
(b) Sion simule n = 9604 lancers de la piéce et qu’on note la fréquence d’apparition
du Pile, on obtient une réalisation de la variable X,,.
1
D’aprés I'exemple, sous I’hypothése Hy : p = 2 I’intervalle
1.96 N 1.96
Po 5 \/ﬁ,po 2N

(environ) égal a 5%.

est donc une zone de non rejet avec un risque consenti
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def piece_truquee ():
S =0
for k in range (9604):
if rd.rand O<p:
S += 1/9604
if np.abs(S-1/2)<= 2%1.96/np.sqrt (9604):
return '"non rejet",S
ellpe:
return "rejet",S

(c) Modifier la fonction précédente pour qu’elle affiche également une valeur ap-

O ~1 O Ul i W N

=
U W N = O O

prochée de p.

Cela revient a s’intéresser au probléme au inverse : quelles sont les valeurs de
po pour lesquelles sous 'hypothése p = pg, la statistique de test tombe bien
dans la zone de non rejet :

X, [ 100 108 196 o, 196

L 2\/%7 2\/% 2\/57 n 2ﬁ

Il y a donc 95% de chance que la vrai valeur de p tombe dans lintervalle
[7 _ 196 < 196
95% de p.

Ce programme précédent renvoie dans la variable S cette valeur approchée

}<:>p0€ [Yn—
} et X, constitue donc une valeur approchée fiable a

En modifiant légérement la fonction précédente, on peut avec la fonction test
suivante, compter le nombre de fois ou p tombe en effet dans l'intervalle ci-
dessus. Quelques essais montrent que ¢’est le cas dans plus de 95% des cas.

def piece_truquee2():
S =0
for _ in range (9604):
if rd.rand O<p:
S += 1/9604
if np.abs(S-1/2)<= 2%1.96/np.sqrt (9604):
return 1
ellpe:
return O

def test(n=1000):
s =0
for k in range(n):
s += piece_truquee2()
return s/n
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3 Test de conformité a la moyenne sous hypothése gaus-
sienne

Les méthodes précédentes (inégalités de Markov et théoréme central limite) comportent
des inconvénients importants :

— la taille des échantillons nécessaires doit étre importante ;
— la variance était connue (en fonction du parameétre a estimer).

On va donc chercher & mettre en place un test qui fonctionne sur les petits échantillons
méme lorsque la variance est inconnue. Pour simplifier, on se place dans le cas ou le
caractére a étudier X suit une loi normale N (i, 0®) de paramétres p et ¢ inconnus.

Contexte : on dispose d'une série statistique = (24)rep,n] que I'on suppose étre une

réalisation d’un n-échantillon (X1,...,X,) d’une certaine variable aléatoire réelle X de

loi N'(p, 0?).

Un nombre réel m étant donné, on souhaite tester la conformité de la série = a ’hypothése :
Hy :p=m.

Si on reprend la démarche du paragraphe 2, il est tentant de considérer les variables :

pour construire une zone de rejet.
Cependant, le paramétre o est ici inconnu donc on ne peut pas calculer la réalisation de

Sh.

3.1 Moyenne et variance empiriques

Pour contourner ce probléme, on va d’abord estimer la valeur de o grace a notre échantillon
(X1,...,X5). On note pour tout n € N* :

— 1< 1 < —
X,=- X iri c Y2 = X, — X,)? i iri .
" Z r (moyenne empirique) ; Z( k )* (variance empirique)

n
k=1 k=1

Travail demandé

def moyenne (L):
return sum(L)/len (L)

def variance (L):
s =0
moy = moyenne (L)
for k in L:
s +=(k-moy) **2
return s/(len(L)-1)

On constate que X, semble tendre vers E(X) et X2 semble tendre vers V(X).

7
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3.2 Loi du x?, loi de Student

X, —

=

Les observations ci-dessus poussent a considérer les variables suivantes T, =

n
plutot que S,,. Le principe du test que nous allons établir repose alors sur le fait que la
loi de T,, est connue :

— Théoréme .0 |

Soit Z, X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1). Alors :

n . ;
: . Ej 2
1. U= ZX,f est a densité de densité : fy 1 z —> CpT2 e si ;1;' >0
k=1 0 sinon

ol ¢, est une constante positive (faite pour que / fu=1).
R

On dit que U suit la loi du x* a k degrés de liberté, aussi notée ;.

. : dy;
2. —= est a densité de densité f : £ — ————5 ol d;, est une constante

V¥ (eese) ™
positive (faite pour que /f =1).
R

On dit que cette variable aléatoire suit la loi de Student a £ degrés de
liberté.

On peut alors prouver ” le résultat suivant.

— Théoréme .0 |

n

La variable T, = P suit 1a 1oi de Student & n — 1 degrés de liberté.

2
Zn
n

3.3 Test de conformité & la moyenne

Sous ’hypothese Hy : p = m, la loi :

est donc connue ; une densité est donnée par :

dn—l
- n -
(1+:5)°

n—1

fror—

Pour un seuil o donnée, on peut donc évaluer la quantité ¢, pour que :

P(—to < T, <ty)=1—a.

2. mais c’est trés dur!
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Comme :

_ /22 - 122
P(_taSﬂLSta)—P<m€ [Xn_toz _n;Xn_ta _n])
n n

— [¥2 /32
onpmmapamﬂdemﬂmédmmﬂbndaﬁnmanhmMWMe[Xn—ta X, +ts —ﬂ]
n n

et

- Y2 72
— sim ¢ [Xn —ta — X0+ tar/ —"] , hypothése Hy : ;1 = m est rejetée;
n n

— sinon ’hypothése est acceptée.

[N]

-

SO Otk W~

=~ O O = W0 N~ W

Travail demandé

. Ecrire une fonction Student (L,m) qui prend en entrée un échantillon sous forme de

liste L et une valeur m et qui renvoie la réalisation de la variable T}, sous I’hypothése
Hy:p=m.

def student(L,m):
return (moyenne(L)-m)/np.sqrt(variance(L)/len (L))

Ecrire une fonction t(alpha,n) qui renvoie la valeur ¢, pour laquelle P(—t, < T <
to) =1 —a pour T suivant la loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

def t(alpha,n):
return stats.t.ppf(l-alpha/2,df=n-1)

Recopier et compléter le programme suivant :

sigma2 = rd.randint ()

def EchantillonGaussien(n=5,mu=2):
77 renvoie une réalisation d’un n-échantillon
d’une va de loi N(mu,sigma2)

DA

return rd.normal (mu,np.sqrt(sigma2),n)

Ecrire une fonction Test avec :

— en entrées : un échantillon sous forme de liste L, une valeur seuil alpha et la
valeur m qu’on teste;

— en sortie : la valeur de 7},, 'intervalle de non-rejet de seuil alpha et si oui ou
non '’hypothése Hy : n = m est acceptée.

def test2(L,m,alpha=0.05):
T = student (L,m)
talpha = t(alpha,len(L))
inf = moyenne (L)-talpha*np.sqrt(variance(L)/len(L))
sup = moyenne (L)+talpha*np.sqrt(variance(L)/len(L))
if inf<=m<=sup:
rep = "HOpnon_rejetée"
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8 else:
9 rep = "HO,rejetée"
10 return rep, [inf,supl, T

5. On fixe « (par exemple o = 5%) et on répéte N=1000 fois I’enchainement suivant :

— on tire au sort un échantillon x=EchantillonGaussien(5,2)
— on test ’hypothése Hy : = 2.

1 def verification(alpha=0.05, N=1000,n=5,mu=2):

2 s =0

3 for k in range(N):

4 x= test(EchantillonGaussien(n ,mu),mu,alpha)
5 if x[0] == "HOprejetée":

6 s+=1

7

return s/N

La fonction verification donne le pourcentage de fois ot l'on rejette H, alors
qu’elle est vérifice. Comme on utilise une zone de rejet avec un risque de 5%,
verification doit renvoyé une valeur d’environ 0.05 ce qui est confirmé par les
simulations.

Annexe

Lois usuelles a densité

— Définition .1

e Soit 1 et 0 > 0 deux réels. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi
normale de paramétres 1 et o et on note X — N(u, 02) si X a pour
densité la fonction f définie par

1 _(@—w)?
e 202

VeeR, f(x)=

oV 2T

e Soit A > 0. On dit qu’'une variable aléatoire X suit la loi exponentielle
de paramétre A > 0 et on note X — £(A) si X a pour densité la fonction
f définie par

Ae ™™ siz >0
vz ER, f(z)= { 0 sinon

3.4 Simulations de lois usuelles

En important le module numpy . random avec la commande :
import numpy.random as rd

on peut simuler les lois usuelles :

— rd.exponential (lambda,n) : simule un n échantillon de loi £(A™1),

10
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— rd.normal (mu,sigma,n) : simule un n échantillon de loi A/ (mu,sigma?),

— rd.poisson(lambda,n) : simule un n échantillon de loi P()\),

En important le module matplotlib.pyplot avec la commande :
import matplotlib.pyplot as plt

la commande
hist(L, density = True)

permet de tracer ’histogramme des fréquences de la liste L.
Loi de Student
En important le module scipy.stats avec la commande :
import scipy.stats as stats
la commande stats.t.ppf(a,df =n) donne la valeur ¢, pour lequel on a
P(T<t,) =a

pour 7" suivant une loi de Student a n degrés de liberté.
Comme la densité donnée ci-dessus est paire, on a :

P(I'< —t) =P(T = t)

donc
P(—t<T<t)=PT <t)—P(T<—t)=2P(T <t)—1.

«
Poura:1—§, on a alors :

P(—t, <T <t,)=2a—1=1-aq.

11
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