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GEOMETRIE EUCLIDIENNE SUR R"

1 Produit scalaire

Exercice 1. Dans chaque cas, calculer (u,v), |u|| et ||v]|.

111
u = (5, 5, ZL) et v= (9, —10, ].2)

1. Dans R? avec :

2. Dans R* avec :
u:(a+1,a,a—l,1—2a2) et v=(a,a—1,a+1,1)
ou a € R.

Exercice 2. Soient u = (1,1,2), v = (1,1,—1) et w = (—1,1,0).
1. Montrer que (u,v,w) est une base orthogonale.

2. Trouver une base orthonormée (u',v’,w’) telle que u', v" et w' sont respectivement
colinéaires a u, v et w.

Exercice 3 (Identité du parallélogramme). Soit n € N*.

1. Soient z,y € R". Montrer :
2+ yll* + llz = ylI* = 2[|z]* + 2[|y||*.

2. En déduire que dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est
égale a la somme des carrés des longueurs des cotés.

Exercice 4. Soit ay,as, ..., a, des nombres réels. Montrer que :

~X

(al—f—...—i—an)Q _ it ta;

n n

Exercice 5.

1. Soit 1, ..., x, des nombres réels strictement positifs. Montrer que :

() ()

n

1 n
2. Trouver le minimum de (Z —) <Z xk> quand (x1,...,7,) décrit (R*T*)™ ainsi

T
. k=1 0 \k=1
que tous les points ol ce minimum est atteint.

Exercice 6. Soit n > 2.
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n(n+ 1)v2n + 1'

1. Montrer que Z Wk <
P 2V3

n—1 k 2 n—1 k’ 2
2. Montrer que Z e > nln—1) (Z — k) )

k=1 k=1

Exercice 7 (Cauchy-Schwartz pour les fonctions). Soit a < b deux réels et f, g €
C°([a, 0], R).

1. Soit n € N. Montrer que :

& b—a b—a
;f<a—l—k: - )g(a—l—k: - )

2. En déduire :

/ bf(t>g(t)dt‘ <(/ bf(t)th); (/ bg<t>2dt)é |

2 Orthogonalité et projection

Exercice 8. L’espace R* est muni du produit scalaire canonique. Pour chacun des sous-
espaces vectoriels F; suivants, donner une base de EZL

1. By = Vect ((1,2,0,—1); (0,1,3,2)).
2. B3 =Vect((3,2,0,4);(1,0,0,-2);(1,—1,—1,1)).
3. By = {(21, 20,73, 24) € R*, 20 + 329 — 14 = 0}.

Exercice 9. On considére une famille de vecteurs unitaires (eq,...,e,) de R" vérifiant :

p
Ve e R, |zl =) (er, )
k=1
1. Montrer que (ey,...,e,) est orthonormale.

2. Montrer que c’est une base orthonormeée.

Exercice 10. Dans R?, on se donne trois vecteurs
w=(1,1,1) ; v=(1,2,1) ; w=(-1,1,1).

On note F' = Vect(u,v).
1. (a) Déterminer la projection orthogonale p, sur Vect(u).
(b) Calculer p,(v) et montrer que (u,v — p,(v)) est une base orthogonale de F.

)
(c)
)
)

En déduire une base orthonormée de F'.

2. (a) Déterminer la projection orthogonale pp sur F.

(
(b

Calculer la distance de w a F.
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Exercice 11. Soit £ € M, ,,(R) une matrice de rang r. Soit
F={XeM, (R) | EX =0}

L’espace F' est donc décrit par un systéme de r équations cartésiennes, indépendantes,
chaque ligne de E représentant une ligne d’équation.

1. Quelle est la dimension de F'?
2. Montrer que la matrice FE" € M, (R) est inversible.

3. Montrer que Q = I,, — E'(EE")"'E est la matrice de la projection orthogonale sur
F relativement a la base canonique.

4. Montrer que pour tout X € M, ;(R) :
d(z, F)? = (EE"Y 'EX,EX)

et simplifier cette formule dans le cas ot les lignes de E forment une famille ortho-
normée dans M, ;(R).

Exercice 12. Dans R*, on considére
er =(1,0,1,0) ; ey =(0,1,1,0).

Soit F' = Vect(eq, e2).
1. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F'.
2. Montrer que F = (F*+)*.

3. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F*.

Exercice 13. Soit f : R* — R définie par :
V(,y) €RY, floy)=(@+y—2"+Qr+y—1)°+Q2r+y—3)"+@Br+y-2)"

Déterminer le minimum de f sur R?.
Indication : on pourra exprimer f((x,y)) sous la forme d’une norme au carré.

Exercice 14. Soit F' un sous-espace vectoriel de R" et pg la projection orthogonale sur
F. On note G = ker(pr).
1. Montrer que G = {x € R" | Vy € F, (z,y) =0}
2. Soit pg projection orthogonale sur G.
(a) Montrer que pg = idgn — pp.
(b) Montrer que F' = ker(pg).
(c) En déduire que F = {z € R" | Vy € G, (z,y) = 0}.
3. Montrer :

Vo €R", z=pp(z) +pa(r) et |z]* = [pr()]* + pe()]*.
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3 Théoréme spectral

Exercice 15. Diagonaliser en base orthonormée :

1 0 2
1. A=10 =1 0
2 0 1
0111
1011
2. B= 1101
1110

Exercice 16 (Min-max). Soit A € M,,(R) une matrice symétrique. On note

ses valeurs propres (répétées un nombre de fois égal a la dimension du sous-espace propre
correspond).
Montrer que pour tout X € M, ;1(R) on a :

M < (AX, X) < Aol

1 -5 5

Exercice 17. Soit A = | =5 3 —3| et f 'endomorphisme de R*® dont la matrice
5 =3 3

dans la base canonique est A.

1. I’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Déterminer le noyau K de f puis une équation et une base B’ de P = K*.
3. Vérifier que P est stable par f, c’est-a-dire que f(P) C P.
4

. Déterminer la matrice dans la base B’ de ’endormorphisme de P défini par :
Vee P g(x) = f(z).

5. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de g.
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