Arnaud Stocker

Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — TD13
REDUCTION
1 Produit scalaire
Correction de ’exercice 1. 1. Dans R? avec :
111
==, = = = —10,12).
y (3,2,4) et v=(9,-10,12)

(0) = & X 94 E X (C10)+ 2 x 12 =1
v) = = - - - -1
b 3 2 1

R OROR O

|v]| = /92 + (—10)2 + 122 = 5V/13.

2. Dans R* avec :
u=(a+1,a,a—1,1-2a*) et v=(a,a—1,a+11)

ol a € R.

(u,v)y =ala+1)+ala—1)+(a—1)(a+1) +1—2a* = a*
Jull = v/ (a+1)2+a®+ (a — 1) + (1 — 2a2)?
loll = Va? + (a = 1) (a+ 1)> + 1.

Correction de l’exercice 2.
1. On a :

(uv) =1x14+1x142x(-1)=0 ; (ww)=1x(-1)+1x14+2x0=0

et
(wyv) =(-1)x1+1x1+(-1)x0=0.
La famille est donc orthogonale.
Elle est donc libre et comme elle contient trois vecteurs et que dim(R?) = 3 c’est
une base de R

2. On a:

lul =vVI2+12+2=v6 ;5 |l = VI2+ 12+ (-1 = V3
et [|w]| = /(=1)2+ 12 + 02 = V2. Donc

forment une base orthonormeée.
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Correction de ’exercice 3. 1. On a par bilinéarité :

lz+yl? = (x+y,z+y) = (z,2+y)+ Y,z +y)
= (z,2) + (z,y) + (v, x)

+(v,y)
= llzl* + 2(z,y) + llylI?

par symétrie.
De méme :

lz = ylI* = = ll|* — 2(z, ) + Iyl

Donc en additionnant ces deux égalités :

lz+ylI* + llz — yl* = 2]l=]” + 2]l

2. Soit ABC'D un parallélogramme et notons z = 1@ et y = @
Comme ABCD est un parallélogramme on a :

x:z@:lﬁ et y:E:B?.
La somme des carrés des longueurs des cotés est donc :
AD? + BC?* + DC* + AB* = 2||z||* + 2||y||*.

La somme des carrés des diagonales des cotés est :

AC* + BD?.
Or
AC = AD+DC = x +y
et
@:ﬁ%—fﬁ:—y%ﬂ:.
Ainsi :

AC? + BD? = ||z +y* + [l= — >
D’apres la question précédente, on a bien la somme des carrés des diagonales qui

est égale & la somme des carrés des longueurs des cotés.

Correction de I’exercice 4. Soit a4, as, ..., a,, des nombres réels. I'inégalité demandée
est une application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1 1
Posons X = (ay,...,a,) € R" Y = (—,...,—).Ona

n n

a + -+ an

"1
k=1

Par Cauchy—Schwarz, on sait qUE

2
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(XY) < [ XPY)P

et comme
1

n n
1
X[I2P=) a2 ; |Y]PY = =-—
IXIP =3 a5 VP =4

il vient )
ap+ ... +ay a%#—...—l—ai
Lo L 4= n
n n
Correction de I’exercice 5.

1. Soit z1, ..., x, des nombres réels strictement positifs.

1 1
0 X = T et Y = .
n pose (VT1, .. \Ty) € ( = ﬂfn)
Alors :

(X,Y) =) o x =n

1
Ty

&I

et
n n 1
1 X[* = Zxk s YIP= Z —.
k=1 1 Tk

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors

W= (YR < XY = (Z i) (Z ) .

k=1

2. D’aprés la question précédente n? est un minorant. Montrer qu’il s’agit du minimum.
Il est clair qu’en prenant tous les xj égaux (on note z leur valeur commune) on a :

k=1

Cela montre que n” est le minimum recherché et est atteint aux points (z,...,z) ,
r e R

Par ailleurs, d’aprés le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le minimum
est atteint si et seulement si X et Y sont liés c’est-a-dire (X et Y étant non nuls)
si et seulement si il existe A € R tel que :

X =)Y

c’est-a-dire \

Vk e [1,n], xx= s

En particulier : Yk € [1,n], 27 = X et comme les x;, sont positifs on en déduit que
A Pest et que tout les 2, sont égaux (3 V/A).

Ainsi le minimum est atteint uniquement aux points (z,...,z) , v € R.
n 1 n
— x| quand (xq, ..., x,) décrit (RT*)".
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Correction de ’exercice 6. Soit n > 2.

1. Dans R", on pose :

Alors .
(X,Y)=> kvk
k=1
= (2n+1)
2 — 2 _ n(n +
ROGEDI: 6
et

1
Y2 = Zk— ”*

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

" ’ sions | nA(n 1220+ 1)
- (Zk@ < x|y = Pt et )

En passant a la racine carrée on obtient :

& n(n+1)v/2n+1
> KV < 7 .

2. Dans R™ !, on pose :

X:<\/I ﬁ n—l) Y =(V1,...,v/n—1).

n—1n-2""""7
Alors )
— k
(X Y) = n—k
k=1
2 k il n(n —1)
X|? = — et [Y|P= k=—-.
1 X]] ;(n_k)2 et Y] ; 5

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

n—1 k 2 n—1
(XYY = (Z m) < XY =
k=1 k=1

n(n —1)

En divisant membre & membre par on obtient l'inégalité voulue.

Correction de ’exercice 7 (Cauchy-Schwartz pour les fonctions). Soit a < b deux
réels et f,g € C([a,b],R).

4



Arnaud Stocker

1. Soit n € N. On pose :

X = (f(a),f(aer;a),...,f(a+(n—1)b;a>,f(b)>

et

y = <g(a),g(a+b;a),...,g(a+(n—1>b;“>,g(b)>.
S (o) (a2
et

X<Zf<““b7)) )= (Zg( ))

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs X et Y, on obtient 'in-
égalité voulue.

2. D’apreés le théoréme sur les sommes de Riemann, on sait que :

b—a & b—a b—a
li —
a2 (o) o (wett) = [
ob—a b—a\’ b 9
Jim — Zf(a+k: ) _/af(t) dt
b a< b—a\’ b,
nl_l&loo - Zg(a+k - > —/a g(t)=dt.

k=0

et

Ainsi en multipliant membre & membre l'inégalité de la question précédente par
b—a

n

et en faisant tendre n vers +o0o on obtient :

dt' < (/abf(t)th)é (/abg(t)thY.

2 Orthogonalité et projection

Correction de I’exercice 8.
1. Soit X = (z,y,2,t) €R* On a:

(z,y,2,t) € By <= (X,(1,2,0,—-1)) = (X,(0,1,3,2)) =0

r+2y—t = 0

y+3z2+2t = 0
el = 6z + 5t

y = —3z—2t
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Ainsi :
Ef_ = VeCt<<6a _37 17 0)7 (57 _2’ 0’ 1))

2. Soit X = (x,y,2,t) € R*. On a :

(.73 Y, 2, t e EL <X7 2 0 4 <X7<1707 07_2>> = <X7(17_17_171)> =0

r+2y+4 = 0
<= xr— 2t =0

r—y—z2z+t = 0

r = 2t
¢y = —ot

z = 8t

Ainsi :
Ey = Vect((2,—5,8,1)).
3. By = {(21, 79,73, 74) € R, {(2,3,0,—1), (x1, 7o, T3, 274)) = 0}.
Donc Vect((2,3,0,—1)) C Ey.
On vérifie ensuite facilement que E, est de dimension 3 donc E; de dimension
4—-3=1
Ainsi Vect((2,3,0,—1)) = E;-.

Correction de ’exercice 9. On considére une famille de vecteurs unitaires (eq,...,e,)
de R"™ vérifiant : )
Vo e R, [lzf® =) (er, )%
k=1
1. Soit j € [1,p]. On a
p
el = (er ejz)® = llelI* + > (ex, ;)
k=1 k£

est orthonormale.
Ainsi :

= exe5)
K
et donc : Vk # j : (ex, ej) = 0.
La famille est donc orthogonale. Comme les vecteurs sont unitaires, elle est ortho-
normée.

2. On sait déja que la famille est libre car orthonormée.
Montrons qu’elle est génératrice.
Il existe donc z € R". On peut écrire :

Z=T+Y
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avec x € Vect(ey,...,e,) et y € Vect(eq, ..., e,)"
D’apres le théoréme de Pythagore, on a alors :

1211* = [l=]1* + flyl*-
D’autre part :
p p
212 =Y+ yen)? = (z,en) + (z,ex)?
k=1 k=1

p
= Z(x, er)? cary € Vect(ey,...,e,)"
k=1
= ||[|*.
On en déduit que ||y||* = 0 donc y =0 et 2 =z € Vect(ey, ..., e,).
Cela montre que (ey,...,e,) est aussi génératrice de R".
Correction de ’exercice 10. Dans R3, on se donne trois vecteurs
w=(1,1,1) ; v=(1,2,1) ; w=(-1,1,1).

On note F' = Vect(u, v).

1. (a) On pose :
U 1

— = —u.
fwl V3

Il s’agit d’un vecteur normé donc d’une base orthonormée de Vect(u).

/

Donc, pour tout (z,y,z) on a

pulle,y,2) = (@9, 2), ' = 2211,
(b) On a donc :
palv) = %(1, L1) et v—pu(v) = %(_1,2, _1).

Par définition de la projection orthogonale ou par un calcul, on a

(u,v — pyu(v))y =0

si bien que (u,v — p,(v)) est une famille orthogonale donc libre.

Ainsi (u,v — p,(v)) est une famille libre de F' de cardinal 2 = dim(F") donc

c’est une base de F.

¢) On sait que (u, v —py(v)) est une base orthogonale. On a déja vu que v’ = Lu
q ) Pu g J q

V3

est de norme 1.

2
= — donc
3

De plus ||jv — pu(v)H2

est de norme 1.
Ainsi (u/,v") est une base orthonormée de F.




Arnaud Stocker

2. (a) On a pour tout (x,y,z) € R?®:

!/

pr(z,y,2) = ((z,y, 2), u)u' + ((z,y, 2), V')
r+y+z —xr 42y —z

=—- (1,1
(77>+ 6

—-1,2,-1).
3 ( » = )

(b) On sait que :

d(w, F) = [lw = pp(w)]|

Avec la question précédente :

pr(w) = 3(L11) + 3(~1,2,1) = (0,1,0)
puis
w — pr(w) = (~1,1,1) — (0,1,0) = (1,0, 1).
Finalement
d(w, F) = |w = pp(w)[| = (1,0, )] = V2.
Correction de l’exercice 11.

1. Le sous-espace vectoriel F' est le noyau de E, par le théoréme du rang on a donc :
dmF =n—rg(E)=n—r.

2. La matrice E est de taille r x n, la matrice E* est donc de taille n x r et la matrice
EE" est donc carrée, de taille r x r.

Pour prouver qu’elle est inversible, il suffit de montrer que son noyau est réduit au
vecteur nul.

Soit Y € ker(FE"). On a

0= (EE'Y,Y) = (EE'Y)'Y
=Y'EE'Y
— (E'Y, E'Y)
= | E'Y|*.
Ainsi E'Y =0 et Y € ker(E").
Or F et sa transposée ont méme rang 7, par le théoréme du rang ker(E*) € M,.1(R)

est de dimension 0 et donc Y = 0, ce que I'on cherchait.
La matrice EE" est donc inversible.
3. Soit Q = I, — E"(EE")'E.
— OnaQ?=Q.
— Montrons que Im(Q) = F.
(a) Soit Y € Im(Q) alors il existe X € M,,;(R) :

Y = X — EEE")'EX

et
EFY =FX — EEt(EEt)_1 EX=FEX-FEX=0.
I
et doncY € F.
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(b) Réciproquement, si Y € F, EY =0 et donc Y = QY et Y € Im(Q).
— Montrons ker(Q) = F*.
(a) Soit X € ker(Q)etY € F.On a :

QX =X - E(FEE")'EX =0

donc
EYEEY) 'EX = X.
On a ainsi
(X,Y) = XY = (EY(EE")Y 'EX)'Y
= X'EY(E'E)'EY
=0 car EFY =0.
X € Mn’l(R) :
Y =X - EY(EE")'EX
et
EY = EX — EE'(EE") 'EX = EX — EX =0.
I
et donc Y € F.

Cela montre que ker(Q) c F*.
(b) Par le théoréme du rang on a :

dim(ker(Q)) = n — dim(Im(Q)) = n — dim(F) = dim(F™).
Ainsi ker(Q) = F*.
D’apres la caractérisation de la projection orthogonale sur F' on a donc
PF - X — QX

ce qui entraine que () est la matrice de pr dans la base canonique.
4. Soit X € M,,1(R). On a

d(X,F)? =||X - Q.X|?
= |EY(EE) EX?
= (EY(EE") 'EX)'E"(EE") 'EX
= X'EY(EEY) 'EX
= (FEY 'EX)'EX
= ((EE") 'EX,EX).
Si les lignes de E forment une famille orthonormée alors EE" = I, et donc
d(z,F)* = (EX, EX) = || EX|?
Correction de I’exercice 12. Dans R?, on considére
er =(1,0,1,0) ; ey =(0,1,1,0).
Soit F' = Vect(ey, e2).

9
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1. 1l y a plusieurs fagon de faire.

— Meéthode 1 : trouver une bon de [’ et utiliser I’expression de la pro-
jection.

Comme ||e;]| = V2 alors €/ = ——e; est normé et (€}, ;) est encore une base

V2
de F.

On cherche ensuite un vecteur e; € F orthogonal a ¢}. Pour un tel élément de
F' il existe a, b des réels tels que :

/ /
ey = aey + bes.

Donc

b
<€/27‘9/1>=0<:>a+b<62,€'1>:()<:>a+—:0_

V2

Ainsi en prenant a =1 et b= —v2 on a :
—V2e,

qui est orthogonale a €] (et dans F).
e/

ﬁ) est une base orthonormée de F'.
€2

Maintenant, d’aprés le cours, pour tout (z,y, z,t) € R* :

La famille (6’1,

pF('ZI/,7 y? Z’ t) = <(‘/’U7 y? Z? t)? €3>€,1 + <($7 y? Z7 t)7e,2>e/2‘

Aprés calculs, cela donne :

204+ z—y —x+2y+z2z x+y+ 2z
pF(x7y7zat) = 3 ) 3 ) 3 70 .

— Méthode 2 : utiliser la définition de la projection. Soit (z,v, z,t) € R*.
Par définition :

B (a,b,c,d) € F
(a,’ b’ C’ d) B pF(:L" y’ Z7 t) <:> { (x7y7 Z7t) - (a7 b? C7 d) e FJ_
(a,b,c,d) € F
— < ((z,y,2,t) — (a,b,c,d),e1) =
<($,y,Z,t)—(CL,b ¢, d) >
(a,b,c, d)—)\el—i—ueQ
< I\, p) € R?, <(x,y,z,t) (a,b,c,d),e;) =0
((x,y,2,t) — (a,b,c,d),ez) =0

(CL?b?CJd) = (AJI’L7A+N7O>
I\, p) € R?, r—a+z—c = 0
y—b+z—c = 0
d = 0
9 c = a+b
I, 1) € R, r—a+z—c = 0
y—b+z—c = 0
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Alinsi, en n’oubliant pas que les inconnues sont a, b, ¢, d :

( d = O
(a,b,C,d)—pF(ny7ZJt)<:> x—2a—|—2—b - 0
\y—?b-ﬁ-z—a = 0
d = 0
. c = a+b
| y—2@+2-2a)+z2—a = 0
(d = 0
rT+y+2z
c = —F
ok s A
2x—3y-|—z
a = —0
L 3

On obtient

20 +2—y —x+2y+z v+y+22
pF(m7y727t): 70

3 ’ 3 ’ 3

et la matrice recherchée est donc

2 -1 10
1l-1 2 10
311 1 20

0 0 00

. Montrons que F C (F*)*. Soit x € F et y € F*.

Par définition de F-, on a donc (z,y) = 0. Ainsi x est orthogonal & tous les éléments
de F*.

Cela montre : F' C (F*)*.

Par ailleurs :

dim((FH)*) =n — dim(F*+) = n — (n — dim(F)) = dim(F).

Donc par égalité des dimensions : F' C (F*4)*.

. On peut procéder comme a la question ou remarquer que pour tout x € R* :

x=pp(x)+ 2 —pr(x)
oil z — pr(z) € F* et pp(x) € F = (F)*. Cela signifie que :
pri(x) =2 — pp(z).

La matrice recherchée est alors :

2 -1 10 1 1 —-10
]_1—1210_111—10
17311 1 20| 3|-1 -1 1 0

0 0 00 0 0 0 3

11
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Correction de I’exercice 13. Soit (z,y) € R”.

f(x,y):($+y—2)2—|—(2x+y—1)2—|—(2x+y—3)2+(3x+y—2)2
l(z+y—220+y—1,20+y—3,3z+y—2)|
= |(z +y, 20 +y,2z+y,3x+y) —(2,1,3,2)|>

Donc :

L0t f(@y) =mi{ll(@ +y, 224y, 20 9,30 +y) — (2,1,3, 2”5 (z,y) € R*}
=d(F,(2,1,3,2))
ol
F={(zx+y2r+y,2x+y 3 +y);(r,y) € R*} = Vect((1,2,2,3),(1,1,1,1)).

Ainsi :

inf f(l',y) = H(27 1,3, 2) _pF((27 17372))H2'

(z,y)€R?

Il suffit donc de déterminer le projeté orthogonal de (2,1, 3,2) sur F' ¢’est-a-dire 'unique
vecteur (a, b, c,d) tel que :

(a,b,c,d) e FF ; ((2,1,3,2)—(a,b,c,d),(1,2,2,3)) = ((2,1,3,2)—(a, b,c,d), (1,1,1,1)) = 0.

Cela équivaut a :

(a,b,c,d) = (z+y,22+y,22+y,3z+y)
Iz,y) €ER* ¢ 2—a+2(1—-b)+2B8—-c)+32—d) = 0
2—a+1-b+3—-c+2-d = 0
(aabac7d) = <x+ya2‘r+yv2x+y73x+y)
< J(z,y) €R* { 18x+8y = 16
8r+4y = 8
(a,b,c,d) = (z+y,2x+y,2x+y,3x+y)
<= J(z,y) € R? x = 0
y = 2

Ainsi :
pr((2,1,3,2)) = (2,2,2,2).
Le minimum de f est donc atteint pour (z,y) = (0,2) et vaut f(0,2) = 2.

Correction de D’exercice 14.

1. Soit
G ={zeR"|VyeF, (x,y) =0}

Montrons par double inclusion que G = G'.

12
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— Soit z € G, on a alors pp(x) = 0. Siy € F, on a par définition de la projection
orthogonale sur F' :

{z = pr(r),y) =0

et donc, par linéarité du produit scalaire relativement a sa premiére variable,

<ZL’,y> - <pF(I)7y> =0 cad <5L’,y> = 0.

On a donc montré que z € G'.
— Réciproquement, si € G’'. Par définition de la projection orthogonale sur F,
pr(x) € F et
(x —pr(z), pr(z)) = 0.
Or z € G' donc : (x,pr(x)) = 0.
Ainsi par linéarité :
(pr(z),pr(z)) =0 cad |pr(2)|* = 0.

Donc pp(x) =0et z € G.

2. (a) Soit pg la projection orthogonale sur G et f = idge —pp. Montrons que pg = f
en utilisant la définition de la projection orthogonale sur G.

— D¢ja, f est un endomorphisme de R".
— Soit z € R", montrons que f(z) € G en utilisant la question précédente.
Soit y € F', on a

(f(x),y) = (x = pr(z),y) =0

par définition de pp(z).
— Soit # € R™, montrons que x — f(z) € G*. Soit y € G; on a :

(x = f(2),y) = (pr(z),y) =0

car pp(z) € F et y € G (cf question précédente).
Ces trois points caractérisant la projection orthogonale sur G, on a f = pg.
(b) Vérifions maintenant que F' = ker(pg).
— Soit x € ker(pg) = ker(idg» — pr). On a

pe(z) =2 —pr(z) =0

et donc x = pp(x), d'ot z € F.
— Réciproquement, si x € F alors pp(x) = x et donc pg(z) = 0 et finalement
x € ker(pg).

(c) Par la question 1, appliquée a G, on a
F =ker(pg) ={x € R" | Yy € G, (z,y) = 0}.
3. Soit x € R". On a, d’une part
x = pr(z) + 2 —pr(r) = pr(z) + (idpr — pr)(2) = pr(z) + p(z)

et d’autre part, (pr(x),pa(z)) = 0 (car si y € F,y' € G, (x,y) = 0) et donc par
Pythagore :
[2]1* = llpe (@) + pa(@)[I* = [pr() ] + [pe(2)|*.
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3 Théoréme spectral

Correction de D’exercice 15.

1. Commencons par une recherche de valeurs propres pour la matrice A. On a bien str

remarqué que la matrice A est symétrique réelle et donc I'existence du matrice réelle
P, orthogonale (telle que PP = I3 diagonalisant A est assurée théoriquement.

On a

1—A 0 2
A= NIz = 0 —1-X 0
2 0 1—A
Par l'algorithme du pivot de Gauss, les matrices suivantes ont méme rang que A
2 0 1—A
rg(A—A3)=rg 0O —-1-X 0 (L3 < Ly)
1—A 0 2

2 0 1—A

0 0 4—(1—=))>2
Le nombre )\ est valeur propre de A si et seulement si A— \I5 est non inversible, ¢’est-
a-dire en le lisant sur la derniére matrice issue de ’échelonnement, si et seulement si

A =3 ou A= —1. (Noter que la condition A = —1 arrive « doublement », ce qui va
probablement nous mener a un espace propre associé de dimension 2). On a donc

SpecA = {—1,3}.
Déterminons maintenant une base des sous-espaces propres E_; et F3 de A.

— Pour A = 3. En reprenant ’échelonnement fait auparavant (noter que 1'on a
agit que sur les lignes et donc cet échelonnement est aussi valable pour le calcul

x
du noyau (A — \.I3), on obtient que X = | y | € Ej3 si et seulement si
z
20 —2z = 0
-4y = 0
0 =0
si et seulement si
r = t
deR, ¢ y =
z =1
et donc
1
Es=Vect | 0
1
x
— Pour A = —1. En agissant de méme, on obtient que X = |y | € E_; si et
z
seulement si
20 4+2z = 0
0 =0
0 =0

14
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sl et seulement si

r = —t
ds,teR, y =
z = 1
et donc
—1 0
E_1 = Vect 0 ],(1
1 0
1 0 —1
La matrice Pp= |0 1 0 | estinversible, elle est de taille 3 x 3 et ses 3 colonnes
10 1
sont composées par la juxtaposition de bases des deux sous espaces propres. On a
3 0 0
Py'APy= (0 -1 0
0 0 -1

Ce n’est cependant pas la réponse cherchée car Fy n’est pas orthogonale. On re-
marque que les colonnes de Py sont deux a deux orthogonales (ce qui n’est pas
donné d’avance car les deux derniéres colonnes forment une base de E_;), il suffit
donc de normaliser (au sens euclidien) les colonnes de Py pour obtenir que

Lo, 1
V2 V2
P=f0 1 0
L, 1
V2 V2

est orthogonale, ses colonnes formant une BON de R® formée de vecteurs propres
de A et on a

3 0 0
P'AP=PAP=(0 -1 0
0 0 -1
01 11
. . , 4 . 1011
. Pour diagonaliser dans une base orthonormée de R* la matrice A = 110 1l
1110

ce qui est possible car A est symétrique réelle, on remarque que A = J — I, ou J
est la matrice 4 X 4 ne contenant que des 1.

La matrice J, de rang évidemment 1 est (et c’est un classique) diagonalisable avec
pour spectre
Spec(J) = {4,0}

avec de plus

E,(J) = Vect ERY z+y+2+t=0

==
o)
-+
&
YammS
<
S~—
|
N e 8
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Diagonaliser A en base orthonormée revient a diagonaliser J en base orthonormée
et la difficulté est d’obtenir une base orthonormée de Ey(.J).

Si on résout de la maniére usuelle, on obtient que
-1 -1 -1

Ey(J) = Vect 8 :
1

O = O

1
i
0

La base de Ey(J) ainsi exhibée n’est pas orthogonale et il faudrait 'orthonormaliser
avec un procédé officiellement hors-programme. Essayons plutot d’étre malin et de
jouer sur les symétries. On cherche trois vecteurs orthogonaux tels que la somme de
leurs coordonnées fait 0. Essayons :

—1

(1) et
0

sont deux premiers bons candidats et en y ajoutant , le compte y est ! Il suffit

-1
-1
maintenant de les normer au sens euclidien du terme pour obtenir (n’oublions pas
de le faire aussi pour la base trouvée de Ey(J)), que

1 1 0 1

2 2 2

1 \/I 0 1

P=11 (\)/5 A

2 2 2

1 0 \/I 1

2 V2 o2

est orthogonale et

4.0 00 30 0 0
0000 0 -1 0 0

t _ T — =
P'JP = 000 0 et P'(J—1L)P 00 -1 o0
0000 0 0 0 -1

Correction de l’exercice 16. Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable
en base orthonormeée : il existe une base orthonormeée (X, ..., X,) de M, 1(R) formée de
vecteurs propres et, quitte a changer l'ordre des vecteurs, on peut considérer que X; est
une vecteur propre associé a \;.

Soit X € M,,1(R). Comme (X7,...,X,) est une base, il existe (ay,...,a,) des réels tels

que :
X =) aX;
k=1

16
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et
n

k=1

k=1
Ainsi, par bilinéarité du produit scalaire on a :

(AX, X) ZZAalaJ Xi, X;).
=1 j=1

La famille (X7, ..., X,,) étant orthonormé, le produit scalaire (X;, X;) vaut 0 si i # j et
1sii=j.Dou:

(AX, X) ZA@

En utilisant que : Vi € [1,n], X\ < X\; <A, , on obtient :

n

MY af < (AX X) <\, ia?.
=1

i=1
Pour conclure, il reste a remarquer que :
X2 =Y a1 Xl* =) af
i=1 i=1
puisque la base (Xi,...,X,) est orthonormée.
1 -5 5
Correction de I’exercice 17. Soit A= [ =5 3 =3 et f 'endomorphisme de R?
5 =3 3

dont la matrice dans la base canonique est A.
1. La matrice A est diagonalisable car symétrique réelle donc f est diagonalisable.

2. Soit (x,9,2) €R*. On a:

x 0 11z —by+5z = 0
flz,y,2) =(0,0,0) <= A|y| =|0] &= { —5x+3y—32 = 0
z 0 or —3y+3z = 0
— 11z =5y +5z = 0
—5r+3y—3z = 0
En remplacant L, par 3L, 4+ 5Ly on obtient
r = 0
f(x7yaz)_(07070)<:>{y = z

Ainsi : K = Vect((0,1,1)).
Soit (z,y,2) € R®. On a :

(z,y,2) € K+ <= ((2,y,2),(0,1,1)) =0 <= 2z +y = 0.
Ainsi P est le plan d’équation y + z = 0 et on peut prendre comme base B’ :

((1,0,0),(0,—1,1)).

17
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3. I suffit de montrer que f((1,0,0)) et f((0,—1,1)) sont dans P puis la linéarité de f

et stabilité de P par combinaisons linéaires permettent d’en déduire automatique-
ment que f(P) C P.

1 11
Matg, (f((1,0,0))=A[0 ]| = | -5
0 5
donc f((1,0,0)) = (11,—5,5) = 11(1,0,0) + 5(0,—1,1) € P.
De méme :
0 10
Matg, (f((0,-1,1))=A|—-1]| = —6
1 6

donc f((0,—1,1)) = (10, —6,6) = 10(1,0,0) + 6(0, —1,1) € P.

. D’aprés la question précédente la matrice recherchée est :

11 10
s=(4 )

. Avec le déterminant : soit A € R.

X\ € Spec(B) & det(B — My) =0 (11— A)(6 —\) — 50 = 0
S A=1 ou A=16.
Ainsi Spec(B) = {1, 16}.

on trouve ensuite :

by v (1)) o Bt vt ((2)).

Pour approfondir, on peut remarquer qu’alors les vecteurs de R* dont les coordon-
nées dans B’ sont (1,1) et (2, —1) sont des vecteurs propres de f pour les valeurs
propres 1 et 16.
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