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THEOREMES LIMITES EN PROBABILITE

1 Autour de la loi des grands nombres

Exercice 1. Soit (X;);>; une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes
la méme loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1[. Pour tout n > 1, on note

Y, = X Xosr.

1. Pour n > 1, donner la loi de Y, E(Y,,), V(Y,).
2. Pour tout (i, j) € N*, calculer Cov(Y;,Y;).

Y4 1Y,
3. Soit S, = ot pour n > 1. Calculer E(S,,) et V(S,,). Montrer que pour

tout € > 0, "
P(|S, — p*| > €) —— 0.

n—-+oo

1
Exercice 2. Soit n € N*, p = 6 On lance n fois un dé équilibré et on considére S, le

nombre de fois oil 6 est sorti durant les n premiers tirages. On pose Y,, = exp (—”)
n

1. Calculer 'espérance et la variance de Y,,.
2. Prouver : E(Y,,) —— € et V(Y,,) —— 0. En déduire que pour tout ¢ > 0,
n—-+o0o n— 0o

lorsque n — +o0,
P(|Y, — €| <e¢) —— 1.
n—-+00

Exercice 3. Soit (X,,),>1 une suite de variable aléatoire suivant la méme loi qu’une
variable X. On suppose que X admet un moment centré d’ordre 4, juy = E((X — p)*) ot
p=E(X).

Soit N € N*, 'espérance empirique et la variance empirique non-biaisée du N-échantillon
(Xn)1<n<n sont définies respectivement par :

N N
1 2 1 2
My = N;X” et N2 = mnz‘T(Xn—MN) :
1. Montrer que E(X3) = V(X).
2. On admet que
1 N -3
V(Z}) = s - V(X

N™ NN -1

Montrer que pour tout € > 0,

P(|2% — V(X)| > €) — 0.

N—+4o00

3. (Facultatif) Démontrer la formule admise en 2.
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2 Convergence en loi

Exercice 4.
1. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi U([0, 1]).

(a) Montrer que (max(Xi, ..., X,))nen+ converge en loi vers une variable aléatoire
suivant une loi certaine.

(b) Montrer que (min(Xy,...,X,))nen+ converge en loi vers une variable aléatoire
suivant une loi certaine.

2. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires telle que pour tout n € N*, X,, —
1 n
B ((1 — —) ) Montrer que (X,,)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire
n
de loi B(e™).
3. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires telle que pour tout n € N*, X, —
1
u <[0,1 — — ) Montrer que (X,,)n,en+ converge en loi vers une variable aléatoire
n
dont on précisera la loi.
Exercice 5. Soit (X,,).en+ une suite de variables aléatoires telle que pour tout n € N¥
1
X, =N (O, —).
n
1. Pour tout n € N* exprimer F, en fonction la fonction de répartition ® d’une
variable aléatoire suivant la loi N(0,1).

2. En déduire que hrf Fx,(t)=1sit>0et lim Fx, (t)=0sit <0.
n—-+0o0

n—-+o0o

3. En déduire que (X,,)nen+ converge en loi vers une loi certaine.

X
Exercice 6. Soit (X,,)nen+ telle que pour tout n € N*, X,, < U([0,n]). On pose Y,, = —.
n

1. Pour tout n € N*, déterminer la fonction de répartition Fy;.

2. Soit x € R. Déterminer hIE Fy, (z).
n—-—+0o0

3. En déduire que (Y},), converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera
la loi.

Exercice 7.

1 1
1. Soit (X, )nen- telle que pour tout n € N*, X, — B (5 + 2—) Montrer que (X, )nent
n

converge en loi vers une variable a déterminer.

1
2. Soit (X, )nen+ telle que pour tout n € N*, X, — P (—) Montrer que (X,)nen-
n

converge en loi vers une variable de loi certaine égale a 0.

3 Théoréme central limite

Exercice 8. On considére trois variables aléatoires X, Y et Z mutuellement indépen-

dantes et suivant toutes les trois la loi binomiale B(10, 5)

1
OnposeRzg(X—l—Y—i—Z).
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1. Quelle est la loide X +Y + 27

2. Soit @ la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi N'(0,1). On

6
donne @ <\/g> ~ 0,86. Donner une valeur approchée de P(R > 4).

Exercice 9. On considére 1000 variables aléatoires T7,. .., Tigoo définies sur un méme es-
pace probabilisé (€2, .4, P) suivant toutes la méme loi, indépendantes, ayant une espérance

égale & 3 et une variance égale a 5
1000
1

O S=— T;.
n pose 1000 2

On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et on donne la valeur
approchée @(\/5) ~ (,978.
Donner une valeur approchée de P(2,95 < S < 3,05).

Exercice 10. On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi de Poisson de paramétre 1. Pour tout n € N*, on pose

Sn:ZXk et un:e_”z_—l.
k=1 i=1 v
1. Donner la loi de S,,, son espérance et sa variance.
2. Pour tout n € N*, exprimer u,, a 'aide de la variable S,,.

3. En déduire, en appliquant le théoréme central limite, que (uy,)nen+ posséde une limite
et la déterminer.

Exercice 11. Soit (Xj)ren+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1].

On pose, pour n € N*, S, = ZXk'
k=1

Quelle est la limite (si elle existe) quand n — 400 de P (% —vn< S, < g + \/ﬁ) ?

Exercice 12. Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable, d’espérance nulle

et de variance o2 > 0. ¥
. . . + .
On suppose que si X; et X, sont indépendantes, de méme loi que X alors 212 quit

V2

1. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires de méme loi que X et indépendantes.
271

Montrer que pour tout n € N, k=L it 1a loi de X.
n

V21

2. Montrer en utilisant le TCL que X suit une loi normale N(0, 7).

également la loi de X.

4 Tests

Exercice 13. On suppose qu’une naissance (d’étre humain) est une expérience aléatoire
dont la caractéristique X premiére est le fait d’obtenir un garcon ou une fille. On obtient
une fille (succés!) avec probabilité p et un garcon (échec!) avec probabilité ¢ =1 —p :

PX=1)=p ; PX=0=¢q=1-p.
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En 2016 selon 'INSEE, sur les 746977 naissances, 364 392 sont des femmes et 382 585

1
des hommes. L’hypothése (Hy) : p = 3 est-elle conforme au niveau de confiance 95% avec

I’observation 7

Exercice 14. Chez des sujets normaux, le dosage de I'activité d’une enzyme suit une loi
normale d’espérance 10.7 et d’écart-type 2.7.
Une série de dosages effectuées sur une méme personne a donné :

129 —--87--90—--12—--27—--97—--91--10.3

Cette personne a-t-elle un dosage normal ?
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