Arnaud Stocker

Lycée Pierre-Gilles de Gennes 2024-2025
Mathématiques — TD15

THEOREMES LIMITES EN PROBABILITE

1 Awutour de la loi des grands nombres

Correction de ’exercice 1.

1. Soit n > 1, la variable aléatoire Y,, est a valeurs dans {0, 1}, elle suit donc une loi
de Bernoulli et son paramétre de succes est

py =P(Y,=1)=E(Y,) = E(X,X,11).
Cette derniére quantité se simplifie, par indépendance des (X;) en
Py = E<Xn)E(Xn+1) = p2-
On a donc E(Y;,) = p* et V(Y,,) = p*(1 — p?).
2. Soit (i,7) € N* :
— sii=j, Cov(Y,,Y;) = V(Y;) = p*(1 — p*);
— si i —j| > 1, Y; et Y; sont indépendantes (c’est une application du lemme des

coalitions!) et donc :
Cov(Y;,Y;) = 0;

— si |t — j| = 1, par exemple j =i+ 1 (l'autre cas est symétrique, Y; et Y; sont a
priori pas indépendantes) on a

ViV, = ViV = XiXin Xip1 Xio = Xi X7 Xio = XiXip1 Xigo

car Xi2+1 = Xi-‘,—l-
Par indépendance des (X;) et la formule de Koenig-Huuygens :
Cov(Y;,Y)) = E(YY;) —p' = p* —p" = p*(1 - p).
Yi+--4Y, . .
3. Soit 5, = hr ot pour n > 1. On a par linéarité de I’espérance et caractére

n
quadratique de la variance, que
1 n
E(S,) = — E(Y;) = p?
(50) = B =
et

V(S,) = % (ZV(Y,-) +2 Z Cov(YZ-,Yj)) = % (np*(1 — p*) +2(n — 1)p*(1 — p))

1<i<j<n

Il est clair que V(S,,) — 0 et donc, par Bienaymé-Techbycheff, si € > 0 est fixé,

n—-+o0o

V(Sa)

0<P(S, —p?| >¢€) <
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Le théoréeme des gendarmes permet de conclure a

P(|S, — p*| > €) — 0.

n—-+o0o

Remarque : on ne peut pas directement appliquer la LGN a la suite (Y,,), car elle
n’est pas mutuellement indépendante.
Correction de ’exercice 2.

1. On reconnait que S, suit une loi binomiale B(n, p) car les tirages sont indépendants.
On compte le nombre de succés dans n tirages indépendants, un succés étant le tirage

1
d’un 6, avec probabilité p = 6

1
Plus précisément, si on nomme X, la variable de Bernoulli de paramétre 6 valant

1 si un 6 est tiré au tirage k, 0 sinon, on a

.
k=1

— Pour 'espérance, on a

B(Y) = B(en®") = Bex o) = B([[en®) "2 [T E(en) = (1=p+pen)”
k=1 k=1

— Pour la variance, on a, sur la méme trame,

E(YQ) = E(e%sn) = E(e%ZL’:l Xk) — E(H e%Xk) inﬁp H]E(e%xk)

n
k=1 k=1

I
T
3
+
s
D

3w

et donc, par Koenig-Huyghens :

V(Y,) = E(Y2) — E(Yn)? = (1 — p+pen)™ — (1 —p + pen)™.

n

Remarque : on peut faire ces calculs sans avoir recours a cette décomposition de S,,,
en utilisant la formule de transfert pour la loi binomiale et le binome de Newton.
Par exemple, pour ’espérance, on a :

n

B0) =B = 3 (7)ot ie = 3 (1) emipr N (1o pped )

k=0 k=0
2. 1l s’agit de démontrer que

E(Y,) = (1—p+pen)* —> .
n—+o00
La difficulté dans 'expression (1 —p—l—pe%)” est que (1 —p—i—pe%) — 1letn — +oo.
On a donc affaire 4 une indétermination du type "17°".
En passant sous forme exponentielle et en utilisant les DL

e —1 ~z et In(l4+z) ~ (x)

z—0 z—0
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on a :
E(Y,) = (1= p+per)" =exp (nin(1 +p(er — 1))
ou
i 1
nn(ltplen —1) o~ mpler 1)~
Donc

E(Y,) — eP.
n—-+0o

2

De la méme maniére (remplacer les — par —), on a
n n
E(Y;) — e*
n—-+00
et donc
V(Y,) = E(Y,?) — E(Y,)? — e’ — (eP)? = 0.
n—-—+0oo

Finalement, soit € > 0, on a pour tout n € N :

Yo — €| < Yo — E(Yo)| + [E(Yn) — €]

1
Soit ng tel que Vn > ng, |E(Y,) — €| < &

En raisonnant par contraposée, on a alors pour n > ng

1
Y, —eP| > e= Y, —E(Y,)| > 7€

et donc 'inégalité de probabilités :

1
0 <B(Y, — €| > ) <B(|Y, —E(Y)| > 5¢)

et enfin, par I'inégalité¢ de Bienaymé-Tchebycheff, on a

V(Y,
0< PV, — | =) < )
(302 e

En passant au complémentaire,

P(|Y, — e?| < ¢) —— 1.

n—+oo

Correction de ’exercice 3.

1. On remarque que :

N N
1
i=1 =1

N

=1

N
1 E 2 2

i=1

—_
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Or, pour tout ¢ € [1, N], X; posséde un moment d’ordre 2 donc XZ-2 posséde une
N

espérance. Par linéarité, on en déduit que g X? posséde une espérance donnée
i=1
par :

N N
E() " X7) =) E(X})=NE(X?).
i=1 =1
Par ailleurs, on a :
N i—1
2
M3 = s (ZX +2ZZXX>
=1 j5=1

Par indépendance, pour tout ¢ # j la variable X; X, posséde une espérance donnée

m E(X,X;) = E(X))E(X}) = p*.

Par linéarité, on en déduit que M3 posséde une espérance donnée par :

N i—1
]E(Mﬁ):% Z]E (X)) +2) ) EXX)) )

=1 j=1

_ % NE(X?) + QZZM2>

i=1 j=1

= 2 [ NEC) + 23 (i~ W)

NE(X?) + N(N —1)p?).

-

Finalement, par linéarité, X3, posséde une espérance donnée par :

E(2%) = (ZX — NE( MN)>

- ﬁ <NE(X2) — %(NE(XQ) + N(N — 1)u2))
=E(X?) - p?
= V(X).

2. Soit € > 0, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, on a

P, — B(Th)| > o < L0

et donc par la question précédente et la formule admise, il vient, pour tout N > 3,

2 22
0 <P(¥y - V(X)) >¢) < N2

Comme % N—> 0, par le théoréme des gendarmes, il vient que
€2 N—+

P(|¥3% — V(X))| > €) =0
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3. Le calcul est assez pénible. On a, en posant V(X)? = o* :

V(Ey) =E(Xy) - E(ZR)* =E(Zy) — o

et on peut supposer (invariance par centrage) que E(X) = E(X,,) = 0. Par ailleurs,

w5 = (2) 2 ( (5 on )

() e (A Em)
(G5 () ) () ) e

1<m<n<N

e
:m Zm4+2 Z 04]

1<m<n<N

D’autre part :

1 1 <

= 2B (K1) + WT;E(X%X@
1 N-1,

= —=My o
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1
i Y EXXXX)+ Y EXXXX)+ Y E(XGXXX)
#{4,5,k,0}=1 #{4,5,k,0}=2 ft{i,j,k:,é}:il

~~
=0

S

+ ) E(XX X X)
i#{i,j,k,ﬂ}:ll

On en déduit finalement :

E(Zy) = N [(imz; N 104) —2 (Lm4 + E04> + (Lm4 + Ma“)]

(N —-1)2 [\ N N N2 N2 N3 N3
N2 —2N +3 ,
= —m4 —_—
N N(N —-1)
1 n -N+3 e
= —m ——O0 g
N *T NN -1
et finalement, comme attendu,
1 N -3
V(Z3) = —my — ———0
BN =y -y -p°

2 Convergence en loi

Correction de I’exercice 4.
1. La fonction de répartition des X,, est la fonction F' définie sur R par :

0 sixz<O
VeeR, F(x)=< z size][0,1]
1 sixz>1

(a) Soient n € N* et x € R. On a par indépendance :

IP’(maX(Xl,...,Xn)SI):]P([Xl§x]ﬂ---ﬂ[Xn§x])—IP(X1<x) e x P(X, <x)
= F(x
0 siz <0
" six € 0,1]
1 stz >1
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On en déduit donc :

0 siz<1

lim P(max(Xi,...,X,) <z)= lim ¢ 2" size[0,1]] = ] sio>1

n—-+o0o n—-+0o .
1 siz>1

Soit X une variable aléatoire suivant la loi certaine de paramétre 1. Alors sa
fonction de répartition est la fonction F'x donnée par :

0 siz<l1
VCL’GR, Fx(fb‘)—{l SII‘ZI
Ainsi :
V$ - R, nl—lf—{loo Fmax(X1 ..... Xﬂ)(l’) = Fx(.ilj)
Donc la suite (max(Xj, ..., X,))nen+ converge en loi vers X.

(b) Soient n € N* et € R. On a par indépendance :

P(min(Xy,...,X,) >2) =P([X; >z]Nn---N[X, >z]) =P(X; >2) x--- xP(X,, > x)

=(1—F(x))".
Ainsi :
Foinxy,..x)(@) =1 =P(min(Xy,...,X,) >2)=1— (1 - F(x))"
0 siz <0
=<¢ 1—(1—2)" sizel01]
1 sixz>1
On en déduit donc :
0 siz <0 .
. . noo 0 s1x<O
ngrfoo len(X1 ..... Xn)(x) - ngrfoo 1 - (1 - l’) 51 ZL’ S [07 1] - { 1 siz>0
1 six>1

Soit X une variable aléatoire suivant la loi certaine de paramétre 0. Alors sa
fonction de répartition est la fonction F'x donnée par :

0 siz<O

\V/CIIER, Fx(ﬂf):{l x>0 "

Ainsi pour tout x € R* c’est-a-dire pour tout x en lequel Fx est continue ,

on a : 1ir+n Frin(xy,...x.)(®) = Fx(x). Donc la suite (min(Xy,...,X,))nen
n—-+0oo
converge en loi vers X.

2. Soit X une variable de loi B(e™'). Comme les variables X,,, n € N*, et X sont &
valeurs dans Z, on va utiliser la caractérisation de la convergence en loi pour les
variables discrétes. Soient n € N* et k € Z.

0 sikg {01}
P(X, = k) = (1_%) sik=1

1—(1—l> sik=0
n

.....
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Or, par équivalent usuel :
1 1
In{1—— ~  ——.
n n—-+4o0o n

Par compatibilité avec le quotient on en déduit donc :

1
nln (1 - —) ~ —1.
n n—-+4oo

1
Alinsi, lirf nln (1 — —) = —1. Par continuité de la fonction exponentielle en 0 :
n—-+0oo n

1\" 1
lim (1——) = lim e"ln(kﬁ):e_l.

n—-+o0o n n—-4oo
On en déduit donc :

VkeZ, lim P(X,=k)=P(X = k).

n—-+o0o

Ainsi (X,,)nen+ converge en loi vers X.

3. La fonction de répartition de X, est la fonction F;, définie sur R par :

0 siz <0
x ) 0.1 1
VzeR, F,(z)=¢ 71 S¥<|%1—
" 1
1 siz>1-——
n
Soit € R.
e Siz < 0 alors pour tout n € N*, F,,(z) = 0. Donc lirf F.(x)=0.
n——+0o0

e Siz € [0,1] alors il existe un rang N tel que :

1
Vn>N, z¢ {0,1——{.
n

et lim F,(z) =uz.

1 n——+00
n

Donc pour tout n > N, F,(x) = N ’

e Six >1 alors pour tout n € N*, F,(x) =1donc lim F,(z)=1.

n——4o00
Donc :
0 siz<0
Vo € R, Er}rq F.(z)=<¢ x siz€[0,1]
e 1 siz>1

Ainsi, si X suit la loi uniforme sur [0, 1] alors :

VeeR, lim F,(r) = Fx(x).

n—+oo
Donc la suite (X, )en+ converge en loi vers X.

Correction de ’exercice 5.
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1. Soitn € N*. On a :
on e
Ve eR, Fy (:13):/ ——e " dt.
" oo V2T

En effectuant le changement de variable s = \/nt on obtient pour tout z € R :

Vnz
Fx, (z) = /_ \/12_7Tes2ds = ®(y/nx).

2. Soit x € R.
e Siz > 0 alors lirf Vnx = 400. Or, tliin ®(t) = 1 donc par composition des
n—-—+00 —+00
limites, on trouve :

lim Fy, (z) = lim ®(v/nx)=1.

n—-+00 n—-+00
e Siz < 0alors lim /nz=—o0.Or, lim ®(¢) =0 donc par composition des
n—-+00 t——o00

limites, on trouve :

lim Fx, (z) = lim ®(v/nx)=0.

n—-+o0o n—-+o0o

3. Soit X suivant une loi certaine de paramétre 0. D’apreés la question précédente, pour
tout © € R*, ¢’est-a-dire pour tout réel = en lequel Fx est continue, on a :

lim Fy, (x) = Fx(x).

n—-+o0o
La suite (X,,)nen+ converge en loi vers X.

Correction de ’exercice 6.

1. Soit z € R.
0 six <0
1
Fy, (z) =P(X,, <nz)= lnz]+1 sizel0,1] .
n+1
1 six>1

n—-+o0o

2. Sixz <0alors lim Fy,(x)=0.
1

Siz > 1alors lim Fy,(z) =
n——400

Siz €[0,1]. On a
nx+1<tnxj+1<nx—|—2'
n+1 = n+1 = n+l

Donc par encadrement on obtient lim Fy (x) = z.
n—-+00

3. D’apreés la question précédente :

0 siz <0
VeeR, lim Fy (z)=1< = sizel0,1] = Fx(x)
n—-4o0o .
1 six>1

ott X < U(]0,1]). Ainsi Y, & X ot X — U([0,1]).
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Correction de I’exercice 7.
1. Pour tout ¥k € N on a

1 1
( ) 1 - (5 + %> S1 k’ =
P(X, =k) = 1 1
n - - . k _
> to, ¢
0 sinon
donc .
— sik=
n—+o00 5 S1 K =
0 sinon

1
AinsaniXoﬁX%B(E).

2. Pour tout n € N*, la variable X, est a valeurs dans N de méme qu’une variable X de
loi certaine de paramétre 0. On va donc utiliser la caractérisation de la convergence
en loi pour les variables aléatoires a valeurs entiéres.

Soit k € N.

— Si k =0 alors pour tout n € N* on a P(X,, = k) = e Donc on a

lim P(X, =0)=1=P(X =0).

n—-+00

1 1
— Si k > 0 alors pour tout n € N* on a P(X,, = k) = k—k,e’ﬁ. Donc on a
kL.

lim P(X, =k)=0=P(X = k).

n—-+0o00

Ainsi, pour tout Kk € Non a: lim P(X, =k) =P(X =k).

n—-+o0o

Donc X, £ X,

3 Théoréme central limite

Correction de ’exercice 8.

1. Chacune des variables X, Y, Z compte le nombre de succés d’une répétition de 10
épreuves de Bernoulli indépendantes de paramétre 5
Par indépendance de X, Y et Z, X +Y + Z compte donc le nombre de succeés d’une

1
répétition de 30 épreuves de Bernoulli indépendantes de paramétre 5 donc suit la

1
loi — .
01B<30,2)

1
2. Soit (X, )nen+ des variables aléatoires suivant la loi B (5) D’apreés le TCL on sait

n n
Zi:l Xi Y . . , . .
que | =/—————= converge en loi vers une variable aléatoire X suivant une
neN

\/g

10
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loi M(0,1). Ainsi, on a I'approximation suivant pour tout —oo < a < b < +00 :
30
> X, — 15
P aSQZzzl—gb ~ O(b) — P(a).
V30
On a:

S0 X - 15 V30 il V30
Pla<2&==l" 2 < p) =P (o +15< Y X, <bX2 415 .
<a_ GRS SR

30
Or, ZXi et X +Y 4+ Z ont la méme loi donc :

=1

30
0 X, — 15 V30 V30
]P’(a§22’1—§b> :]P’<a7+15§X+Y—|—Z§bT+15>

V30

6
En prenant a = —\/; et b = 400 on obtient :

P(R>4)=P (a < 2%) ~1—®(a) = d(—a) ~ 0.86.

Z?:l T; —3n

) converge
Vi ) e

en loi vers une variable aléatoire X suivant une loi A/(0,1). Ainsi, on a Papproximation
suivant pour tout —oo < a < b < 400 :

. < _ X T — 3000
a

Correction de I’exercice 9. D’aprés le TCL on sait que (

< b) ~ 3(b) — D(a).

V500

Oron a:

1000 1000

1000 77 3000

Pla< Lims <b| =P|[av500+ 3000 < ZE < bv/500 + 3000
V500 —
NG V5
—Plar> +3<S<br"4+3].
(“100 Tososie T

En prenant a = —/5 et b = v/5 on obtient :

P(2.95 < S < 3.05) ~ ®(v/5) — &(—V/5) = 20(v/5) — 1 ~ 0.956.

Correction de ’exercice 10.

1. Par stabilité par somme des lois de Poisson, S, étant la somme de n variables
aléatoires indépendantes de loi P(1), on sait que S, suit la loi P(n).

En conséquence, E(S,) =n = V(S,).

11
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2. Soit n € N*.

Uy = Ze_"?—; =Y B(S, =i) =P (U[sn _ i]) _P1<S, <n)

i=1 i=1
Comme S,, est a valeurs dans N on en déduit :
up, =P(S, <n)—P(S,=0)=P(S, <n)—e "
3. D’apres le TCL, on sait que :

Sp—n 1

lim IP’(” gO):q)(O):—,

n——+o0o \/ﬁ 2

ou ¢ est la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi normale centrée
réduite. Or, pour tout n € N* on a :

P (S"\/%” < 0) = P(S, < n).

Ainsi, on en déduit :
1
lim P(S, < = —.

Enfin, comme lim e ™ =0 on trouve :

n——+oo

1
lim w, = lim (P(S,<n)—e")= 7

n—-+o00 n—-+o0o

n

S, — in
Correction de ’exercice 11. D’aprés le TCL on sait que <n—2> converge
12 neN*

en loi vers une variable aléatoire X suivant une loi (0, 1).
Ainsi, pour tout —oo <a <b< +o0:

N[

_ S, — =n
lim P <a <——F=< b) = ®(b) — P(a).
n—-4o0o —

12

Pla<=2" <) _p DS, <by) et
a< —=— =Play/—=+ = W <by/—=+—=|.
T - 122 122

En prenant a = —v/12 et b = v 12 on obtient :

Oron a:

S, —in n n
Pla< =22 <b|=P(z-vn<S, <=+vn
(a5t <o) -2 0

Donc la limite existe et vaut :

D(V12) — B(—V12) = 20(V12) — 1

ol ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

12
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Correction de l’exercice 12.

1. Montrons cela par récurrence sur n € N*.

— Initialisation : c’est 'hypothése faite sur X.
— Hérédité : soit n € N et supposons que pour tout famille (Xj)gefo2n) de
QTL

X,
k=1

Vor

variables mutuellement indépendantes ayant la loi de X, la variable

suit la loi de X.

2n+1

On considere (Xj)gepo,2n+1] €t on souhaite montrer que k=L 28 qit 1a loi de

A /2n+1
X.

On applique I'hypothése de récurrence a (X )repo,2n] €t (Xi)reent1,2n+1] pour

obtenir que :

2n+1
X
k=2n41 <tk
et X2 — —+

N

2’ﬂ
X, = k=1 Xk
L= e
suivent la loi de X.
Mais alors, d’aprés 1’énoncé :
2n+1

1 Xk X1+ X

suit la loi de X. Cela conclut ’hérédité

— Conclusion : par récurrence, le résultat souhaité est démontré.

2. Soit x € R. D’aprés la question précédente, pour tout n € N*, on a :

2'VL 27L
n o n o

== ()
n—-4o0o g
ou N — N(0,1) d’apreés le TCL.
Ainsi :
Ve eR, Fx(z)= F,n(x)
donc X suit la loi de o N c’est-a-dire la loi N'(0,0?).

4 Tests

Correction de I’exercice 13. On pose n = 746977 et on considére chaque naissance
comme une variable aléatoire X; de méme loi que X.

On peut faire ’hypothése que (Xi,..., X)) sont indépendantes.

D’apres le TCL, on a pour ¢t > 0 :

X,—p N v _
P(—tg\/ﬁ\/ﬁgt)_cb(t) O(—t) =20(t) — 1

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

13
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On veut 20(¢) — 1 = 0.95 soit ¢ ~ 1.96 et on obtient :

<t<\/_ §t>:0.95.
p(1 —p)

1
Sous 'hypothése Hy : p = 3 on a donc :

— 1
P (—t < 2v/n (Xn - 5) < t) ~ 0.95.

364392
n

Or ici :

X, —

ce qui donne :
2v/n (Yn — %) ~ —21.0499.

On ne tombe donc pas dans l'intervalle [—t, ¢] de non rejet et on rejette donc 'hypothése.

Correction de l’exercice 14. La variable X du dosage de l'activité de 'enzyme de
I'individu testé suit une loi normale N (u,0?) de paramétres inconnus et on souhaite
tester I’hypothése :

Hy:p=10.7.

On ne connait pas la variance donc on va utiliser la valeur approchée S2 (ici n = 8 car on
a 8 mesures) :

M,=795 ; S, ~3.29.
D’apres le TCL on sait que sous 'hypothése H :

lim P(—1.96 < viar — 19T 4 96y~ 0.95.

n—-+o00 n

Ici, on a :

M, —10.7]

donc on rejette 'hypothése Hy.
Attention cependant, ici ’échantillon est trop petit pour que le TCL soit réellement perti-

M, —10.7
nent et il faudrait plutot utiliser un test de Student (voir TP7). La variable \/ﬁs—

~ 2.364173756627205

suit la loi de Student & 7 degrés.
Avec la commande Python, on trouve la valeur t telle que sous 'hypothése Hy :

—10.7
P(t < \/_ <t)~0.95.

’VL

On obtient :
stats.t.ppf(1-0.05/2,df=7) = 2.3646242510102993.

Ainsi ’hypothése Hy n’est pas rejetée avec ce test.

14



