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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la préci-
ston des raisonnements entreront pour une part importante dans [’appréciation des copies.
Les résultats, étapes importantes, . ..doivent étre mis en valeurs.

Probléme 1 — Modéle de diffusion d’Ehrenfest

On considére deux urnes U; et U, contenant a elles deux N € N* boules.

A chaque étape, on choisit de facon équiprobable un entier entre 1 et N. Si ce nombre est
inférieur ou égal au nombre de boules contenues dans 'urne U; alors on met une boule de
I’'urne U; dans 'urne U, ; sinon, on met une boule de I'urne U, dans 'urne U;.

Pour tout n € N, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans 'urne U; a ’étape n. La variable X est donc égale au nombre de boules initialement
présentes dans 'urne Uy, la variable X est égale au nombre de boules présentes dans I'urne

U, aprés un échange, ...

Exemple : si I'urne U; contient initialement 3 boules et I'urne U, en contient 2 alors
N =5et Xy =3.

On choisit alors un entier de facon équiprobable entre 1 et 5. S’il est égal a 2 alors on
met une boule de 'urne U; dans 'urne Us et I'on a X1 = 2. On choisit alors de nouveau
un entier de fagon équiprobable entre 1 et 5. S’il est égal & 3 alors on met une boule de
I'urne U, dans 'urne U; et I'on a X5 = 3. On choisit alors de nouveau un entier de fagon
équiprobable entre 1 et 5. A l'issue de 1’échange on aura X3 = 2 avec une probabilité de

2
— et X3 = 4 avec une probabilité de £

5
P(X, =0)
P(X, =1)

Pour tout n € N, on note Y,, = . . On a donc :
P(X, = N)

Vk € [0,N], Y. =P(X, = k).

Partie 1 — Matrice de transition

1. On suppose, dans cette question uniquement, que N = 2.

(a) Soit n € N. D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ([X,, = 0], [X,, = 1], [X,, = 2]), on a pour tout k € {0,1,2} :

P(X,1=k) = Prx, =0 (Xnt1 =k)P(X,=0)+ Prx,—1] (Xn1 =k)P(X,=1)
+ P[anz] (Xn+1 = ]C)IP(Xn = 2).
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— Si [Xpq1 = 0], c’est forcément qu’a I'étape précédente on avait une boule
qu’on a retirée et donc que le nombre choisit valait 1. Ainsi

1
Pix,=0(Xn11 =0) = Px,=9) (X1 =0) =0 ;  Px,=(Xny1 =0) = 9’

D’ou .
P(X,1 =0) = §IP’(Xn =1).
— Si [X,41 = 1], c’est qu’a I'étape précédente soit qu’on avait deux boules

auquel cas on en retire une avec probabilité 1, soit qu’on avait aucune
boule auquel cas on en ajoute une avec probabilité 1. Ainsi

Px,—q(Xns1=1) = Px,—(Xpp1 =1) =1 ; Px,—y(Xps1 =1)=0.

D’ou
P(X,11=1)=P(X, =0)+P(X, =2).
Si [Xp41 = 2], c’est qu’a I'étape précédente on avait une boule et qu’on

en a ajouté une. Le nombre choisit doit alors étre 2 ce qui arrive avec
probabilité 1/2. Ainsi

1
Px,—0)(Xn41 =2) = Px,=1)(Xn+1=2) =0 ; Px,=1)(Xnt1=2) = 5

D’ou .
P(Xp1 =2) = §IP’(Xn =1).
1
0 3 0
Ainsi, on a bien Y, 1 =AY, ot Ao, =1 0 1
1
0 -0
2
(b) Soit A€ R. On a:
-\ 1/2 0 1 =X 1
rg(Ay —Al3)=rg| 1 =X 1 |=rg|-X 1/2 0 (L1 ¢ Lo)
0 1/2 =X 0 1/2 =X
1 - 1
=rg|0 1/2—)2* ) (Ly < Ly + ALy)
0 1/2 —A
1 —A 1
=rg |0 1/2—X X| (Ls< L+ ALy)
0 1-X 0
11 —A
=rg|0 A 1/2—/\2 (CJ@CQ)
00 1-X

Ainsi :

A € Spec(Ay) <= rg(Ay —A\3) <3< A=0 ou 1-\*=0.
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Donc Spec(A) = {—1,0,1}.
Comme A, est une matrice 3 x 3 avec trois valeurs propres distinctes alors A,
est diagonalisable.

Dans la suite N € N* est fixé.

2. Soit n € N. D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ([X,, = 1])icpo,n], On a pour tout k € [0, N] :

N
P(Xpp1 = k) =Y Ppy,—iy(Xnp1 = k)P(X,, = i),
1=0

Or, d’une étape a 'autre soit on ajoute une boule soit on retire une boule donc :
— si [Xp41 = 0], c’est forcément qu’a I’étape précédente on avait une boule qu’on
a retirée et donc que le nombre choisit valait 1. Ainsi
1
Vie [0,N],  Pux,=i(Xnt1 =0) = { N

0 sinon

siz =1

D’ou 1
P(X,1=0)= NIP’(XH =1).

1
Or N]P’(Xn = 1) correspond bien au premier coefficient de AY,.

— Si [X,41 = k] avec k € [[1, N — 1], c’est qu’a I’étape précédente soit qu’on avait
k —1 boules et qu’on en a ajoutée une (cela arrive si I’on tire une nombre entre
k et N) soit qu’on avait k + 1 boules et qu’on en a retirée une (cela arrive si
’on tire une nombre entre 1 et k + 1,). Ainsi

N—-k+1 k+1
P(Xp1 = k) = 2 Ip(X, = k= 1) + O P(X, = k + 1),
N N
N—-k+1 k+1
Or —+IP’(Xn = k—l)—i—%P(Xn = k+1) correspond bien au k+1-iéme

coefficient de AY,,.
— Si [X,11 = N, c’est qu’a 'étape précédente on avait N — 1 boule et qu’on en
a ajouté une. Le nombre choisit doit alors étre N ce qui arrive avec probabilité

1/N. Ainsi

1
P(Xu1 = N) = HP(X, = N —1).

1
Or N]P’(Xn = N — 1) correspond bien au N + 1-iéme coefficient de AY,,.
On obtient bien Y, = AY,, avec la matrice de My, 1(R) :

0 1/N 0 cer .- 0
1 0 2/N :
) V-1

N

A= -
N-1

N

0 2/N 0 1
0 0 1/N 0
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3. Pour N =2, il s’agit de la transposée de la matrice Ay de la question 1 :

0 1 0
tA = 1/2 0 1/2
0 1 0
T
Soit X = |y | € M31(R) :
z
Y = Z
1
X e B('A) gle+z) =y =a=y==z
Y = Z
1
Ainsi Ey(*A) = Vect 1
1
Pour N =3, on a :
0 1/3 0 0 0 1 0 0
11 0 2/30 ¢ | 1/3 0 2/3 0
A=1o 23 0 1| A= 0 23 0 13
0 0 1/3 0 0 0 1 0
T
Soit X = g € My 1(R) :
t
) = 7
. 1/3z+2/32z = y o
X € E(‘A) = 23y +1/3t — = =Sar=y=z=1
z = 1
1
Ainsi E;(*A) = Vect 1
1
4. 1l suffit de vérifier que
1 1
tA —
1 1
1
Cela montrera que 1 est valeur propre de 'A et que | : | est un vecteur propre
1

associé.

Il s’agit d’un simple calcul.
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On peut aussi remarquer ‘A | : | donne le vecteur dont les coordonnées sont la
1
somme des coefficients de chaque ligne de ‘A donc de chaque colonne de A.

5. Lamatrice “(A—Iy,1) =" A—Iy est non inversible d’aprés la question précédente.
Or A— Iy, est de méme rang que sa transposée t(A—INH) et comme cette derniére
est non-inversible son rang est strictement inférieur & N+1. Par conséquent A— Iy,
est non inversible ce qui est équivalent & dire que 1 est une valeur propre de A.

Partie 2 — Détermination de I’espérance de la variable aléatoire X,

Dans la suite n € N* est fixé.

6. A chaque étape, soit on ajoute une boule dans I'urne soit on retire une boule. Donc
la variable aléatoire X, 1 — X,, ne peut prendre que les valeurs —1 et 1.

7. On a donc :

E<Xn+1 o Xn) = IP)(Xv?wl - Xn = 1) - IP><AXn+1 - X, = _1)'

D’apres la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
([Xn = k])ké[[O,N]]7 on a .

E(X,i1— X,) =P

—~

N
= (Ppy,=i (X1 — X = 1) = Py, oy (Xo1 — X = —1))P(X,, = k)

N
= (Prr=i(Xns1 =k +1) = Pp, g (X1 = k = D)P(X,, = k)

“— N—k k
= P(X, =0)+ 2 (—— = )P0 = k) = P(X, = N)
= P(X, =0)+ _1(1 - %)P(Xn = k) —P(X, = N)
k=1
al 2k
= ;(1 - )P(Xn = k)
=> P(X, =k) - %ZklP’(Xn = k)
=0 ) k=0
=1- E(X)

8. Avec la question précédente et par linéarité de I'espérance :

E(Xon) ~ B(X,) = 1~ ~E(X,)

d’ou N9
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La suite (E(X,)), est donc arithmético-géométrique et on obtient :

s - (252 (s - ) &

N —
9. On suppose N > 2. On a alors 0 <

< 1 donc :

N—2\"
lim (=) =0
nilfoo( N )

N
lim E(X,) = —.

n—-+oo 2

donc

Aprés un temps long, en moyenne les deux urnes contiennent le méme nombre de

boules.

Partie 3 — Etude de la probabilité stationnaire

On s’intéresse dans cette question & ’espace propre de A associé a la valeur propre 1, que

I'on notera Ej.

To
10. Soit X =| : | € E;. Comme AX = X, on a:
TN
1
o = le
N-k+1 k+1
T = kail + N Lkl Vk € [[1, N — 1]]
1
IN = NxN—l

N
Prouvons par récurrence double finie que pour tout k € [0, N|, zy = ( )xg.

N
— Initialisation : on a bien 1 = Nxy = < ] )xo.

N

— Heérédité : soit k € [1,N — 1] et supposons que zj = (k:

(2

N—-k+1 k+1
— Sik# N —1, alors x, = + i

N Tp—1 + N

N k N

NI 1

k

>:c0 et 11 =

Zry1 donc :

k—1

k+1 N—-—k+1 (N) N—k—i—l(N)
N Tht1l = Tp — ———7Tk—1 = To— —— Zo

ZM(E_M)“

Nl N—k
(N — k)l Nk

Zg.




Arnaud Stocker

D’ou

N! N
Tt1 = Ty = Zo.
(N—k—D(k~+1) (k+1)

— Si k=N —1 alors

1 1 N N
$k+1:fL’N=N33N—1:N N1 To = o = N Zo

Ainsi, 'hérédité est prouvée.

N
— Conclusion : on a montré que pour tout k € [0, N|, z), = (k:)%'

11. D’apreés la question précédente :

E, = Vect N
k

donc dim(E,) = 1.

N
N

12. Par la formule du binéme de Newton S = Z (k) = 2N,

k=0

To
13. Soit m= | : | € E;. Alors, d’aprés la question 11, il existe A € R tel que :

TN

N
Vk'E[[O,N]], ﬂ-k:)\(/{;)

On a done

On donnera son expression.

14. On considére la variable aléatoire X, telle que :
Xoo(Q) =[0,N] et P(Xo =k)=mg.

D’aprés la question précédente, on constate que X, suit la loi B(N,1/2).

15. On suppose que X suit la méme loi que X,. Alors Yy =
pi et comme Am = 7, la question 2 et une récurrence immédiate donnent :

VneN, Y, =m.

Donc pour tout n € N, X, suit la loi B(N,1/2).




Arnaud Stocker

Probléme 2 — D’aprés G2E 2024

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.
On se place dans R™ muni du produit scalaire canonique noté (- | -).

On confondra les vecteurs de R" et les matrices colonnes de M,, ;(R) ainsi que les réels
et les matrices carrées de My (R).

Si A est une matrice, sa transposée est notée AT, Si E est un sous-espace vectoriel de R",
son orthogonal est noté E=.

On note S (R) I'ensemble des matrices symétriques réelles dont le spectre est inclus dans
R,.

L’objectif de ce probléme est de démontrer appartenance a S, (R) de certaines matrices.
La partie 1 est consacrée a ’étude d’exemples en petites dimensions. Dans la partie 2, on
fait le lien avec la notion de produit scalaire dans R" et dans la partie 3 avec la notion de
covariance. Les parties 2 et 3 ne sont pas indépendantes.

Partie 1 — Quelques exemples
1. La matrice A n’est pas symétrique donc elle n’appartient pas a S5 (R).
Toutes les autres sont symétriques et on étudie donc leur spectre.
Soit A € R.
det(B — Alp) = A% — 1.

Les valeurs propres de B sont donc —1 et 1 : B n’appartient pas a Sy (R).

det(C — ML) = (1 =X —1=\2-)\).
Les valeurs propres de C sont donc 0 et 2 : C' appartient a S5 (R).

det(D— X)) =2-MN4—-X)—-3=(A-1)(A—05).
Les valeurs propres de D sont donc 1 et 5 : D appartient a Sy (R).
2. On se place dans M3(R) et on considére ’'ensemble M des matrices M (a,b) défini

par :
a b 0
M ={M(a,b), (a,b) €R*} o M(a,b)= (b a b
0 b a
(a) On a
a b 0 1 00 010
M= |b a b|,(ab)eR*y=¢al0 1 0]+b|[1 0 1], (a,b)cR?
0 b a 0 01 010
1 00 010
=Vect | |0 1 0],[1 01
001 010
= Vect (M(1,0), M (0,1)).
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La famille (M(1,0), M(0,1)) est génératrice de M. De plus elle est formée de
deux vecteurs non colinéaires donc elle est aussi libre.

Ainsi, (M(1,0),M(0,1)) est une base de M et la dimension de M est égale &
2

(b) Soit (a,b) € R? et soit \,y € R.

1 1 a+ by = A
a—A+0b = 0
M(a,b)|y| =Xy =< btay+b =X\y <:>{ (a—)\)y+y26 _ 0
1 1 by +a =A

— Sib=0. On a alors le systéme :

a— A = 0
(a—ANy =0
donc A = a et n’importe quelles valeurs de y font I'affaire.
— Si b # 0. En effectuant Ly < bLy — (a — \) Ly, on obtient le systéme :

a— N+ by = 0
20 — (a—A\)? =0
Donc les valeurs propres associées a + V2b et Yy = +4/2 conviennent.
1
Dans tous les cas, on peut donc prendre | /2 (vecteur propre associé a
1
1
a+V2b) et | —v/2 | (vecteur propre associé a a — v/2b).
1
x
Soit X = | y | un vecteur orthogonal aux deux vecteur précédents. Alors :
z
1 1
9 —
x, [ valy=o0=(x [ -v2 ><:>{x+fy+z 0
1 1 r—V2y+z = 0
r+V2y+z = 0
2 +2) =0
r = —z
y = 0
-1
Veérifions alors que | 0 | est un vecteur propre de M(a,b) :
1
-1 —a -1
M(a,b) | 0 | = 0 | =a| O
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(c)

(d)

-1
Ainsi | 0 | est un vecteur propre de M (a,b) orthogonaux aux vecteurs pré-
1
cédents (associé a la valeur propre a).
Si b = 0 alors M(a,b) = als donc on peut prendre n'importe P inversible tel
que PT = p~1.
Si b # 0, d’aprés la question précédente M (a,b) posséde trois valeurs propres
distinctes : a — v/2b, a + v/2b et a.

-1 1 1
De plus la famille 0o ].(v2].l-v2 est une base de M3, (R) for-
1 1 1

mée de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.

Comme M (a,b) est symétrique, il s’agit donc d’une base orthogonale. Pour
obtenir la matrice P recherchée, il suffit de la normaliser :

1 1 1
- 2 2
e 1 12

V27 o\ 3 3
est une base orthonormée de Ms;(R) formée de vecteurs propres de M (a,b).
Ainsi en posant :

1 1 1

V2 2 2
P = 0 @ _ﬁ
1 % 12

V2 o2 2

on a une matrice qui convient (avec r = v/2).
La matrice M (a,b) appartient a S (R) si et seulement si a > 0, a — bv/2 > 0
et a+ bv2 > 0 si et seulement si a > |b|v/2.

Partie 2 — Matrice de Gram

Soit une famille (eq,...,e,) de n vecteurs de R", on note £ = Vect(ey,...,e,) et on
appelle matrice de Gram de cette famille la matrice G définie par :

3. (a)

(e1ler) (erle2) -+ (een)
G _ (62!61) (62?62) e (62|.€n>
(enler) (enle2) -+ (enlen)

Soit z € R"™. On procéde par double inclusion.

= Supposons z € E*. Alors pour tout y € E, (z]y) = 0.
Comme Vi € [1,n], e; € E alors :

Vie [1,n], (z|e;)=0.

10
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< Supposons que Vi € [1,n], (z]e;) =0. Soit y € E.
Par définition de F, il existe des scalaires Aq{,..., \, tels que :

n
i=1

Par linéarité a droite du produit scalaire, on en déduit :

(z|ly) = ( Z/\ez) :Z)\i(ﬂei) =0

Ainsi :
v € Bt (Vic[l,n], (zle)=0).
L1 Y1
(b) Soit (z1,...,z,) €R". Sionnote G| : | =] : | alors:
Tn Yn

Vi e [L,n], yr= Z(ek\el T = (ek

i=1

Z T el> :
= Supposons (z1,...,z,) € ker(G). Alors pour tout k € [1,n] on a :

n
€L
=1

in€i> =y = 0.

Donc d’aprés la question précédente, Z:ciei € E+.
i=1

< Supposons Z z;e; € E+. Alors d’aprés la question précédente, pour tout

=1
n
Y = | €k
=1

ke[l,n] ona:
Donc (z1,...,z,) € ker(G).

(1, ..., 2,) € ker(G) < inei c B+

i=1

(c) Supposons (eq,...,e,) est une famille libre. Comme elle est constituée de n
vecteurs de R" , c¢’est donc une base.

Ainsi E = R" et E*+ = {Og»}. En particulier, par liberté :

inei EEJ'<:>ZI'7;€Z':OR71 <~ Vi€ [[1,71]] z; = 0.

=1 =1

La question précédente implique que ker(G) = {Ogn} et donc que G est inver-
sible.

11
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Réciproquement, si on suppose G inversible alors la question précédente en-
traine que B+ = {Og»} donc :

E=(EH)*t = {Op}- =R™

En particulier (ey, ..., e,) est une famille génératrice de R" donc une base (par
un argument de dimension) donc libre.

L1
4. Dans cette question, on cherche a prouver que G € ST (R) et on pose X = | : | €
Ln
M1 (R).
Y1
(a) Sionpose GX = | : | alors:
Yn

(b)

Vke[Lnl, u= (ele)w: = (ek

=1

n
E xT;e; | .
=1

On obtient, par suite :
XTGX = kayk = Z%k <6k
k=1 k=1
k=1

n
Z 9€i€i>
=1
n
Z ZTi€; >
i=1

en utilisant la linéarité a gauche.
Ainsi :

XTGX = (2/|2") on o' = inei.
i=1

Soit A € Spec(G) et X un vecteur propre de G associé a cette valeur propre.
On a d’une part, d’aprés la question précédente :

XT'GX = (2/|2") = ||2/||> > 0.
D’autre part :
XTGX = XTX = )| X%
Comme X est un vecteur propre, il est non nul et donc || X||? > 0. Ainsi :
/||2.

_ Ry
X112 =

La matrice GG est symétrique par symétrie du produit scalaire et ses valeurs
propres sont positives par ce qui précéde. Donc G € ST (R).

12
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Partie 3 — Matrice de covariance

Soient (Xi,...,X,) n variables aléatoires réelles discrétes définies sur un méme espace
probabilisé (Q, F,P) telles que pour tout (4,5) € [1,n]?, la covariance de X; et X existe.
On appelle matrice de covariance de (X, ..., X,,) la matrice X définie par :

COV(Xl,Xl) COV(Xl,Xg) COV(Xl,Xn)

COV(XQ,Xl) COV(XQ,XQ) s COV(XQ,Xn)

Cov(Xp, X7) Cov(X,,X3) -+ Cov(X,,X,)

5. (a) Soit (7,7, k) € [1,n]>. D’aprés les hypothéses, toutes les covariances impliquées
existent bien. La formule de Koenig-Huygens donne :

Cov(X;, X + 2 Xy) = E(Xi(X; + 2Xy)) — E(X)E(X; + 2Xk)

E(X;X;) + 2E(X;X}) — E(X;)E(X;) — zE(X;)E(X})) par linéarité
E(XiX;) — E(Xi)E(X;) + 2(E(X: Xy) — E(X;)E(Xk))
Co

(Xia X]) + fL‘COV(Xi, Xk)

(b) Soit i € [1,n]. Montrons par récurrence que pour tout k € [1,n] :

k k
COV(Xi, Z .l’ij) = ijCOV(Xiy XJ>
j=1

J=1

— Initialisation : le cas k = 1 est fait a la question précédente.
— Heérédité : soit k € [1,n — 1] et supposons que

k k
COV(XZ', Z ijj> = Z JleOV(Xi, XJ)
j=1

j=1
Alors :
k41 k
Cov (X, Z 2;X;) = Cov(X;, Z i X5 + Thp1 Xk1)
— j—l
= Cov(Xj, Z 2;X;) + 2p41Cov (X, Xit1)
k
d’aprés la question précédente appliquée avec les variables X, Z ;X et
j=1
Xpa1-

L’hypothése de récurrence permet alors de conclure :

13
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k+1 k
COV(XZ', Z [Eij) = COV(XZ', Z I'ij + xk—i—le—f—l)
j=1 j=1

k
= COV(XZ', Z l'ij) + CC]C_HCOV(XZ‘, Xk—i—l)
j=1

k
= Z IjCOV(XZ', XJ) + CL’]H_lCOV(XZ', Xk—f—l)
j=1
k+1

= Z IjCOV(XZ‘, XJ)

j=1

— Conclusion : le résultat est démontré.

On a donc prouvé :
Vi€ [1,n], Y(z1,...,2,) €R", Cov(Xy, Y a;X;) =Y x;Cov(X;, X;).
j=1 i=1

(a) La matrice 3 est une matrice symétrique réelle par symétrie de la covariance.
(b) Soit A une valeur propre de 3 et X un vecteur propre associé.

Y1
Sion pose XX = | : | alors:

Yn

Vk e [1,n], y,= ZCOV(Xk‘Xi>$i = Cov (Xk, sz)(]) )

=1 i=1

On obtient, par suite :

XTEX — zn: TRYp = zn: $kCOV <Xk7 zn: iL’ZXl>
k=1 k=1 =1
= Cov (Z Xy, Z Iin>
k=1 i=1
k=1

D’autre part :
XTYX = AXTX = )\ X%

Comme X est un vecteur propre, il est non nul et donc || X||* > 0. Ainsi :

V(Qoh weXy)
A\ = k=1 > 0.
| X2

Cela montre que X € S;F(R).
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