
Arnaud Stocker

Colle 5 � Planche 1

Semaine du 25/11 au 29/11

Cours 1. Montrer que ((1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 3), (1, 0, 3, 3)) est une base de R4 et
déterminer les coordonnées de (1, 2, 3, 4) dans cette base.

Exercice 1. Soit a ∈ R et soit F = {P ∈ Rn[X]; P (a) = 0}.

1. Démontrer que B = {(X − a)Xk; 0 ≤ k ≤ n− 1} est une base de F .

2. Quelle est la dimension de F ?

3. Donner les coordonnées de (X − a)n dans cette base.

Exercice 2. Déterminer la nature et, le cas échéant, donner la somme, des séries sui-
vantes :

1.
∑
n≥1

n
3n+1

52n−1
;

2.
∑
n≥0

23n−1

(n+ 1)!
.
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Arnaud Stocker

Colle 5 � Planche 2

Semaine du 25/11 au 29/11

Cours 2. Étudier la nature et, en cas de convergence trouver la somme, de
∑
n≥1

1

n(n+ 1)
.

Exercice 1. Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R3 dé�nis par :

F = {(x, y, z) ∈ R3; x− 2y + z = 0}
G = {(x, y, z) ∈ R3; 2x− y + 2z = 0}.

1. Donner une base de F , une base de G, en déduire leur dimension respective.

2. Donner une base de F ∩G, et donner sa dimension.

3. Montrer que la famille constituée des vecteurs de la base de F et des vecteurs de la
base de G trouvées en 1 est une famille génératrice de R3.

4. Est-elle libre ?

Exercice 2. Soit E = RN et F l'ensemble des (un) suites de E telles que :

∀n ∈ N, un+2 = 4un+1 − 4un.

1. Montrer que F est un espace vectoriel.

2. Trouver une base de F et en déduire sa dimension.

3. Soit u = (2n)n∈N, v = (2n)n∈N, w = (3n)n∈N. Déterminer le rang de la famille
(u, v, w).
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Arnaud Stocker

Colle 5 � Planche 3

Semaine du 25/11 au 29/11

Cours 3. Déterminer le rang de

((
1 0
0 1

)
,

(
−1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
−1 0
0 −1

))
.

Exercice 1. Soit E = R4[X] et a, b deux réels distincts. On désigne par F l'ensemble des
polynômes de E dont a et b sont racines. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de
E. En donner une base.

Exercice 2. Déterminer la nature et, le cas échéant, donner la somme, des séries sui-
vantes :

1.
∑
n≥2

ln

(
1− 1

n+ 1

)
;

2.
∑
n≥0

n
32n+1

n!
.
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Exercices supplémentaires

Exercice 3. Déterminer le rang des familles suivantes :

1. F1 =

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

,

2. F2 =

((
0
1

)
,

(
0
0

)
,

(
1
1

))
,

3. F3 =



1
1
1
0

 ,


1
1
1
1

 ,


0
0
0
1


.

Exercice 4. Déterminer le rang des familles suivantes :

1. F1 =



0
1
0
2

 ,


3
−1
1
0

 ,


0
4
−1
4

 ,


1
1
0
0

 ,


0
5
0
2


 ;

2. F2 =

((
1 0
0 1

)
,

(
−1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
−1 0
0 −1

))
.

Exercice 5. Soit E l'ensemble des fonctions f : R → R telle qu'il existe a, b, c ∈ R pour
lesquels :

∀x ∈ R, f(x) = (ax2 + bx+ c) cos(x).

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
Déterminer une base de E et en déduire sa dimension.

Exercice 6. Soit E = F(R,R). Pour tout n ∈ N, on note fn : xxn.

1. Montrer que pour tout n ∈ N, (f0, . . . , fn) est libre.
2. En déduire la dimension de E.

Exercice 7. Soit E = F(]− 1, 1[,R). On considère les fonctions dé�nies sur ]− 1, 1[ par :

∀x ∈]−1, 1[, f1(x) =

√
1 + x

1− x
; f2(x) =

√
1− x

1 + x
; f3(x) =

1√
1− x2

; f4(x) =
x√

1− x2
.

Déterminer le rang de (f1, f2, f3, f4).

Exercice 8. 1. Montrer que : ∀n > 1 ,
1

n2
≤ 1

n− 1
− 1

n
.

2. Montrer que la suite

(
n∑

k=1

1

k2

)
n≥1

est majorée.

3. En déduire que la série
∑
n≥1

1

n2
converge.
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Exercice 9. Pour tout n ∈ N∗, on pose

Sn =
n∑

k=1

1

k
.

1. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, S2n − Sn ≥ 1

2
.

2. En déduire que, pour tout n ∈ N∗, S2n ≥ n

2
.

3. Montrer que (Sn)n≥1 n'est pas majorée et en déduire la nature de la série
∑
n≥1

1

n
.

Exercice 10. Déterminer la nature de la série
∑
n≥0

n2

2n
et, le cas échéant, calculer sa somme.
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