Arnaud Stocker

Colle 8 — Planche 1
Semaine du 27/01 au 31/01

0 siz<l1
Cours 1. Montrer que la fonction f: 2z € R — 2 51 est une densité.
— sizx
3 >

x
Soit X une variable & densité de densité f; déterminer sa fonction de répartition.

Exercice 1. Soit n € N* et a # 0. On considére la matrice de M,,(R) définie par :

1 0 ... ... 0

a 1 0 0
Ala)=]10 0 1

o --- 0 0 1

1. Soit B une base de R" et f un endomorphisme de R" dont la matrice dans la base
canonique est A(a).

(a) Déterminer le noyau de g = f — idgn.
(b) Déterminer I'image de g et en déduire :

Im(g) C ker(g).
2. Réciproquement, soit f en endomorphisme de R" tel que :
Im(f —idgn) C ker(f —idgn) et dim(ker(f —idgn)) =n — 1.
Montrer qu’il existe une base B de R" et un réel o # 0 tels que :
Matg(f) = A(«).

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est la fonction
I définie sur R par

1
vy€R7 F(y):1+€_y

1. Montrer que X est & densité et déterminer une densité de X.

2. La variable aléatoire X posséde-t-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
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Cours 2. Lois exponentielles.

0 2 -1 1 0 O
Exercice 1. Soit M = 3 =2 0 et D=10 2 0
-2 2 1 00 —4

Le but de I'exercice est de montrer que M et D sont semblables.
1. Rappeler la définition de matrices semblables.
2. On note f endomorphisme de R? canoniquement associé a M.

(a) Déterminer une base de ker(f —id).

(b) Déterminer une base de ker(f — 2id) et une base de ker(f + 4id).

(¢) Démontrer que la famille obtenue en concaténant ces bases est une base de R?.
(d) Déterminer la matrice de f dans cette base.

3. Conclure

Exercice 2. Soit ¢ un réel positif et la fonction f : R — R définie par

c

Ve eR, f(z) =<4 (1+)

0 sinon

six >0

1. Donner une valeur de ¢ pour que f soit une densité de probabilité sur R.
2. Soit X une v.a de densité f.

(a) X posséde-t-elle une espérance ?

(b) X posséde-t-elle une variance ?

(c) Calculer la fonction de répartition de X.
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Cours 3. Soit n € N*. Montrer que :

¢ : R,y[X] — R
P+— (P(0),...,P(n))

est un isomorphisme.

Exercice 1. Soient ay,...,a, des réels. On note B, = (b; ;) € M, (R) la matrice définie
par :

v(i,5) € [1,n]%,

b'»:{ a; sij+i=n+1
I 0 sinon
1. Donner B,, Bs.
2. Soit f I’endomorphisme de R canoniquement associé a B,,.
(a) Déterminer f.
(b) Déterminer une famille génératrice de Im(f).
(¢) A quelle(s) condition(s) sur les réels ay, ..., a, cette famille est-elle une base ?

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les réels aq,...,a, pour que
B,, soit inversible et déterminer son inverse.

Exercice 2. Soit ¢ une constante > 0 et la fonction f : R — R définie par

clnz
Ve eR, f(x) =4 3

0 sinon

sixz>1

a+1(

1
1. Montrer que  — —— 2% (lnx —
1+«
J0, +o0].
2. Donner une valeur de ¢ pour que f soit une densité de probabilité sur R.
3. Soit X une v.a de densité f.

(a) X posséde-t-elle une espérance ?

)est une primitive de x — z%Inz sur
o

(b) X posséde-t-elle une variance ?
(c) Calculer la fonction de répartition de X.
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Exercices supplémentaires

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € £(FE). On suppose que
pour tout z € FE il existe n, € N tel que f"*(z) = 0.
Montrer qu’il existe n € N tel que " = Oz(g).

Exercice 4. Soit F un espace vectoriel de dimension n € N* et soit f € L(F) tel que
=0 et [ # Ogp).
1. Montre qu'’il existe x € E tel que (x, f(z),..., f" *(z)) soit libre.
2. Justifier que la famille ci-dessus est une base de E et déterminer la matrice de f
dans cette base.

3. Soit g € L(E). Montrer :
fog=gof <= g¢c Vect(idg, f,..., f" 1.

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 et f un endomorphisme de
E. On suppose que dim(ker(f —idg)) =n — 1.
1. On note G = Im(f — idg). Montrer que G est stable par f (c’est-a-dire que pour
tout z € G, f(x) € G).
2. Montrer qu’il existe A € R tel que pour tout z € G, f(z) = Ax.

3. On suppose dans cette question que A # 1.
(a) Soit B une base de ker(f —idg) et B’ une base de G. Montrer que B” = BU B’
est une base de FE.
(b) Déterminer la matrice de f dans cette base.
4. On suppose dans cette question que A = 1.
(a) Montrer qu'il existe une base (eq,...,e, 1) de ker(f —idg) tel que (e,_1) est
une base de G.
(b) Montrer qu’il existe x € E tel que f(z) — z = e,1 puis que la famille
(e1,...,€en_1,x) est une base de E.
(c) Déterminer la matrice de f dans la base ci-dessus.




