REVISIONS 2

LIMITE D’UNE FONCTION

Toutes les fonctions considérées sont & valeurs dans R.

2.1 Limites

2.1.1 Limites finies

—{ Définition 2.1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a un élément ou une borne de I.
Soit £ € R.
On dit que f a pour limite ¢ en a lorsque :

esiacR:

Ve>03a>0Vzel, |z—a|l<a=|f(z)—/{ <ke,
e siag=+o00:

Ve>03A>0Vzel, z>A=|f(x)—¥{ <e,
e sia=—o00:

Ve>03A<0Vzel, z<A=|f(x)—¥ <e.

On note :

lim f(x)=¢ ou limf=¢ ou f(z)—¢
T—a a T—a
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2.1.2 Limites infinies

—{ Définition 2.2 }

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a un élément ou une borne de I.

1. On dit que f a pour limite 400 en «a lorsque :

esiaeR:

VA>03a>0Vzel, |z—a|l<a= f(z)> A,
® sia=+4o00:

VA>03B>0Vzel, z>B= f(z)>A,
® sig=—00:

VA>03dB<0Vxel, z<B= f(z)>A.

2. On dit que f a pour limite —oco en a lorsque :

esiaeR:

VA<O03a>0Vrel, |z—al<a= f(z)<A,
e sia=+4o00:

VA<03IB>0Vzel, z>B= f(r)<A,
esia=—o00:

VA<03IB<0Vzxel, z<B= f(zr)<A

On note :

lim f(z) =400 ou limf=2c0 ou f(xr) —> oo
r—a a r—a
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2.2 Propriétés de la limite

2.2.1 Unicité

Proposition 2.1 }

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a un élément ou une borne de I.
Si f admet une limite (finie ou infinie) en @ alors cette limite est unique.

2.2.2 Opérations sur les limites, limites usuelles

lim f
a exp In x—a"  neN arctan(z)
a

) v
—00 0 400 selon la parité de n —5

0 1 | —oo (en 07) 0 0

T

400 +00 +00 +o0 5

TABLE 2.1 — Limites usuelles

limf | img | lim(f+g) |limfxg | lim S

a a a a a g

l

L 0 #0 e+ 0 o 7
{#0 0 l 0 +oo (%)

0 0 0 0 F.I
(40| 4oo +00 +00 (%) 0 e Le symbole (x) signifie que le signe est

a étudier selon la régle des signes.

0 +00 +00 F.l 0 e F.I désigne les formes indéterminées
doo | £ £0 too oo () | oo (%) qu’il faut étudier au cas par cas.
+o00 0 +o0 F.I +oo (%)
+o00 | —o0 F.I —00 F.1
+oo | 400 +00 +00 F.I

TABLE 2.2 — Opérations sur les limites
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— Proposition 2.2 (Croissances comparées)

Soient a, b et c trois réels strictement positifs.

bac 1 b
lim & = 400 lim M = 0;
rz—+oo @ T—~400 re
lim z%(In(z))* =0 ;  lim z%" =0.
z—0 T——00

2.2.3 Reésultats fondamentaux

— Théoréme 2.0 (Résultats fondamentaux)

1. Passage a la limite dans les inégalités larges : si f(z) < g(z) au voisinage
de a alors (sous réserve d’existence) :

li < i .
lim f(z) < lim g(z)

2. Théoréme de la limite monotone : soit f une fonction croissante sur I =|a, b|.
Alors f admet une limite & droite en a (finie si f est minorée et égale & —oo sinon)
et une limite & gauche en b (finie si f est majorée et égale & 400 sinon).

Le résultat s’adapte aux fonctions décroissantes.

3. Théoréme des gendarmes : soient f, g et h trois fonctions définies sur un
intervalle I et a un élément ou une borne de I.

Si f et h admettent une méme limite £ € R U {£o0} en a et qu’au voisinage de
aona: f<g<h. Alors:
lim g(z) = ¢.

r—a

4. Lien avec les suites : soit f une fonction admettant pour limite b en a et soit
(up,) une suite de limite a. Alors

lim f(u,)="0.

n—-+o0o
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