
Révisions 4

Comparaisons et développements

limités

4.1 Comparaisons

4.1.1 Négligeabilité

Soient f et g deux fonctions dé�nies sur un intervalle I de R. On considère a un élément
de I ou une borne de I (a peut être un réel, +∞ ou −∞).
On suppose que g ne s'annule pas sur un voisinage de a (sauf éventuellement en a).
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0.

On note alors f(x) = o
x→a

(g(x)).

Dé�nition 4.1

Exemple 4.1.

1. Croissances comparées : soient a, b, c des réels strictement positifs.

xa = o
x→+∞

(ebx
c
) ; ln(x)b = o

x→+∞
(xa).

2. Soient m < n des entiers naturels.

xm = o
x→+∞

(xn) ; xn = o
x→0

(xm).
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Soient λ, µ des réels et soit m et n des entiers naturels. Alors :

1. λ× o
x→0

(xn) + µ× o
x→0

(xn) = o
x→0

(xn) ;

2. xm × o
x→0

(xn) = o
x→0

(xn+m) ;

3. o
x→0

(xm)× o
x→0

(xn) = o
x→0

(xn+m) ;

4. si m < n on a : o
x→0

(xn) + o
x→0

(xm) = o
x→0

(xm) .

Proposition 4.1 (Utile pour les DL)

4.1.2 Équivalence

Soient f et g deux fonctions dé�nies sur un intervalle I de R. On considère a un élément
de I ou une borne de I (a peut être un réel, +∞ ou −∞).
On suppose que g ne s'annule pas sur un voisinage de a (sauf éventuellement en a).
On dit que f est équivalente à g au voisinage de a si

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1.

On note alors f(x) = ∼
x→a

(g(x)).

Dé�nition 4.2

Soient f , g, h et e quatre fonctions dé�nies sur un intervalle I de R, (λ, µ) ∈ R2 et
k ∈ N. On considère a un élément de I ou une borne de I (a peut être un réel, +∞ ou
−∞).

1. (Symétrie) Si f(x) ∼
x→a

g(x) alors g(x) ∼
x→a

f(x).

2. (Transitivité) Si f(x) ∼
x→a

g(x) et g(x) ∼
x→a

h(x) alors f(x) ∼
x→a

h(x).

3. (Produit) Si f(x) ∼
x→a

g(x) et h(x) ∼
x→a

e(x) alors f(x)h(x) ∼
x→a

g(x)e(x).

4. (Inverse) Si f(x) ∼
x→a

g(x), que f et g ne s'annulent pas au voisinage de a (sauf

éventuellement en a) alors
1

f(x)
∼

x→a

1

g(x)
.

5. (Puissance) Si f(x) ∼
x→a

g(x) alors f(x)k ∼
x→a

g(x)k.

6. (Valeur absolue) Si f(x) ∼
x→a

g(x) alors |f(x)| ∼
x→a

|g(x)|.

Proposition 4.2 (Opérations sur les équivalents)

Remarque 4.1.

1. Un cas particulier du point 3 en prenant e = h donne :

si f(x) ∼
x→a

g(x) alors f(x)h(x) ∼
x→a

g(x)h(x).

2. Les points 3 et 4 signi�ent que la relation d'équivalence est compatible avec le produit et
l'inverse.

2



Arnaud Stocker

3. La relation d'équivalence n'est pas compatible avec l'addition : on n'additionne
jamais des équivalents !

4. Les points 5 et 6 signi�ent que la relation d'équivalence est compatible avec la composition
à gauche par une fonction puissance ou la fonction valeur absolue.

5. La relation d'équivalence n'est pas compatible avec la composition à gauche en
général : par exemple, on ne passe jamais au logarithme ou à l'exponentielle
dans les équivalents !

Si f ∼
x→a

g et lim
x→b

h(x) = a alors f ◦ h ∼
x→b

g ◦ h.

Proposition 4.3 (Composition à droite)

1. On a les équivalents suivants au voisinage de 0 :

ln (1 + x) ∼
x→0

x ; ex − 1 ∼
x→0

x ; (1 + x)a − 1 ∼
x→0

ax (a ∈ R∗).

2. Soient n > p et (ap, ap+1, . . . , an) ∈ Rn−p+1 avec an ̸= 0 et ap ̸= 0.

� En +∞ et −∞ :

apx
p + · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n ∼

x→±∞
anx

n.

� En 0 :
apx

p + · · ·+ an−1x
n−1 + anx

n ∼
x→0

apx
p.

Proposition 4.4 (Équivalents usuels)

Soient f et g deux fonctions dé�nies sur un intervalle I de R. On considère a un élément
de I ou une borne de I (a peut être un réel, +∞ ou −∞).

1. Si f(x) ∼
x→a

g(x) et si f admet une limite ℓ ∈ R ∪ {±∞} quand x tend vers a

alors g admet pour limite ℓ quand x tend vers a.

2. Si f admet une limite �nie et non nulle ℓ quand x tend vers a alors f(x) ∼
x→a

ℓ.

Proposition 4.5 (Limite et équivalent)

Pour déterminer un équivalent simple d'une fonction au voisinage d'un point a, on
utilise les mêmes méthodes que pour les suites :

1. on peut procéder de manière directe : souvent de la même manière que pour lever
une forme indéterminée (factorisation par le terme dominant au voisinage de a,
multiplication par la quantité conjuguée. . .) ;

2. on peut parfois déterminer un équivalent à l'aide d'un encadrement par deux
fonctions équivalentes entre elles ;

3. on peut utiliser les équivalents usuels et les opérations sur les équivalents.

Méthode 4.1
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4.2 Développements limités

4.2.1 Dé�nition et propriétés

Déterminer un développement limité à l'ordre n en 0 d'une fonction f consiste à déter-
miner, s'ils existent, des réels a0, . . . , an tel que pour tout x au voisinage de 0 :

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + o

x→0
(xn).

Dé�nition 4.3 (Développement limité en 0)

Soit f une fonction de classe Cn sur un intervalle contenant 0. Alors f admet le déve-
loppement limité à l'ordre n au voisinage de 0 suivant :

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk + o

x→0
(xn).

Théorème 4.0 (Formule de Taylor-Young)

Fonction Développement limité

ex = 1 + x +
x2

2
+ . . . +

xn

n!
+ o

x→0
(xn)

1

1− x
= 1 + x + x2 + . . . + xn + o

x→0
(xn)

1

1 + x
= 1 − x + x2 + . . . + (−1)nxn + o

x→0
(xn)

ln(1− x) = − x − x2

2
− . . . − xn

n
+ o

x→0
(xn)

cos(x) = 1 − x2

2
+ . . . +

(−1)nx2n

(2n)!
+ o

x→0
(x2n)

sin(x) = x − x3

3!
+ . . . +

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ o

x→0
(x2n+1)

(1 + x)a = 1 + ax +
a(a− 1)x2

2
+ . . . +

a(a− 1) · · · (a− n+ 1)

n!
xn + o

x→0
(xn)
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4.2.2 Applications

Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I et a un élément de I.

1. La courbe Cf possède une tangente non vertical en a si et seulement si f est
dérivable en a.

l'équation réduite de la tangente est alors donnée par la partie polynomiale
du DL1 de f en a.

2. Si f admet un DL de la forme

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + an(x− a)n + o
x→a

((x− a)n) où an ̸= 0

alors la position relative de Cf par rapport à sa tangente est donnée par le signe
de an(x− a)n.

� Cas n pair : la courbe ne traverse pas sa tangente.

� Si an > 0 : la courbe est au-dessus de sa tangente au voisinage de a.

� Si an < 0 : la courbe est en-dessous de sa tangente au voisinage de a.

� Cas n impair : la courbe traverse sa tangente.

� Si an > 0 : la courbe est en-dessous pour x < a puis au-dessus pour
x > a.

� Si an < 0 : la courbe est au-dessus pour x < a puis en-dessous pour
x > a.

Méthode 4.2 (Position relative par rapport à une tangente)
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