REVISIONS 4

COMPARAISONS ET DEVELOPPEMENTS
LIMITES

Toutes les fonctions considérées sont & valeurs dans R.

4.1 Comparaisons

4.1.1 Négligeabilité

—{ Définition 4.1 }

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R. On considére a un élément
de I ou une borne de I (a peut étre un réel, +00 ou —00).

On suppose que g ne s’annule pas sur un voisinage de a (sauf éventuellement en a).
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si

On note alors f(z) = o (g(x)).

r—ra

Exemple 4.1.

1. Croissances comparées : soient a, b, ¢ des réels strictement positifs.

a __ bx€ . b _ a
zt= o () ; @)= o (29

2. Soient m < n des entiers naturels.



Arnaud Stocker

— Proposition 4.1 (Utile pour les DL)

Soient A, i des réels et soit m et n des entiers naturels. Alors :

LLAX o (#")+pux o (z")= o (z");
z—0 z—0

z—0
9 LM ny _ n+my .
v :1:2)0(:6 ) ng<m ) ’
m ny _ n+my .
5 xgo(w ) x xgo(x ) N zgo(x >7
4. sim<nona: o (z")+ o (z™)= o (™).
z—0 z—0 z—0

4.1.2 Equivalence

—{ Définition 4.2 }

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R. On considére a un élément
de I ou une borne de I (a peut étre un réel, +00 ou —o0).

On suppose que g ne s’annule pas sur un voisinage de a (sauf éventuellement en a).
On dit que f est équivalente & g au voisinage de a si

lim@ =1.

z—a g(x)
On note alors f(z) = ~ (g(x)).

Tr—a

— Proposition 4.2 (Opérations sur les équivalents)

Soient f, g, h et e quatre fonctions définies sur un intervalle I de R, (A, ) € R? et
k € N. On considére a un élément de I ou une borne de I (a peut étre un réel, +o0o ou

—0).
L. (Symétric) Si f(r) ~ g(a) alors g(a) ~ f(z).
2. (Transitivité) Si f(x) o~ g(x) et g(x) o~ h(z) alors f(z) o~ h(x).
3. (Produit) Si f(x) o g(x) et h(x) o e(x) alors f(z)h(z) o g(x)e(x).
4. (Inverse) Si f(x) g g(x), que f et g ne s’annulent pas au voisinage de a (sauf
1 1
éventuellement en a) alors @) i 9@ )
5. (Puissance) Si f(z) ~ g(x) alors f(x »*o~ g(x)k

6. (Valeur absolue) Si f(x )x:a g(x) alors |f( )| o lg(x)].

Remarque 4.1.
1. Un cas particulier du point 3 en prenant e = h donne :
s f(@) ~, ol@) alors f(2)h(z) ~ g@)h(a).

2. Les points 3 et 4 signifient que la relation d’équivalence est compatible avec le produit et
I'inverse.
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3. La relation d’équivalence n’est pas compatible avec ’addition : on n’additionne
jamais des équivalents!

4. Les points 5 et 6 signifient que la relation d’équivalence est compatible avec la composition
a gauche par une fonction puissance ou la fonction valeur absolue.

5. La relation d’équivalence n’est pas compatible avec la composition & gauche en
général : par exemple, on ne passe jamais au logarithme ou & I'exponentielle
dans les équivalents!

— Proposition 4.3 (Composition & droite)

Sif ~ getlimh(z)=aalors foh ~ goh.
r—a r—b r—b

— Proposition 4.4 (Equivalents usuels)

1. On a les équivalents suivants au voisinage de 0 :

In(l4z) ~z ; -1~z ; (14+z)*-1 Noax(aER*).

z—0 z—0 T—

2. Soient n > p et (ap, apyi1,---,a,) € R"PT avec a, # 0 et a, # 0.
e En +oo et —oo0:

apx? + -+ 12" P+ apz® ~  auz".
r—+o0

e En 0:
apy2? + -+ ap_12" N+ apz™ ~ a,xP.
D p
x—0

— Proposition 4.5 (Limite et équivalent)

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R. On considére a un élément
de I ou une borne de I (a peut étre un réel, +00 ou —o0).

1. Si f(x) ~ g(x) et si f admet une limite £ € RU {£o0} quand x tend vers a
r—a
alors g admet pour limite £ quand x tend vers a.

2. Si f admet une limite finie et non nulle ¢ quand = tend vers a alors f(z) ~ /.
T—a

— Méthode 4.1

Pour déterminer un équivalent simple d’une fonction au voisinage d’un point a, on
utilise les mémes méthodes que pour les suites :

1. on peut procéder de maniére directe : souvent de la méme maniére que pour lever
une forme indéterminée (factorisation par le terme dominant au voisinage de a,
multiplication par la quantité conjuguée. . .);

2. on peut parfois déterminer un équivalent & 1’aide d’un encadrement par deux
fonctions équivalentes entre elles;

3. on peut utiliser les équivalents usuels et les opérations sur les équivalents.
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4.2 Deéveloppements limités

4.2.1 Définition et propriétés

Définition 4.3 (Développement limité en 0)

miner, s’ils existent, des réels ay, . .

x—0

Déterminer un développement limité & ’ordre n en 0 d’une fonction f consiste & déter-
., ap tel que pour tout z au voisinage de 0 :

f@)=a+ax+---+az"+ o (").

Théoréme 4.0 (Formule de Taylor-Young)

loppement limité a ’ordre n au voisinage de 0 suivant :

F®(0) o

n

)=2

k=0

flx

x (™).

Soit f une fonction de classe C" sur un intervalle contenant 0. Alors f admet le déve-

Fonction Développement limité
2 n
e’ — 1tz + 4+ o (z")
2 n! z—0
1 2 n n
=1l+z+2°+ ... 42"+ o (z")
1—=x z—0
! =1 -z + 22 + + (=D""™ + o (z")
1+z . z—0
2 n
x x
1 1 — = — _ — = - n
a1 —2) L w2
2 n.2n
z (1" 2
=1- — e "
cos(z) y Tt o %0@)
3 n.2n+1
: _ T (-1)"z Mn+1
sin(x) =T - gt + 2n+ 1) xﬁo(m )
— 12 1 (a— 1
2 n! z—0
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4.2.2 Applications

— Méthode 4.2 (Position relative par rapport & une tangente)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et @ un élément de I.

1. La courbe Cy possede une tangente non vertical en a si et seulement si f est
dérivable en a.

I’équation réduite de la tangente est alors donnée par la partie polynomiale
du DL, de f en a.

2. Si f admet un DL de la forme
f(@) = f(a) + f'(a)(x —a) + an(z —a)"+ o ((x—a)") ou ap,#0

Tr—a
alors la position relative de Cy par rapport a sa tangente est donnée par le signe
de ap(z —a)".
e Cas n pair : la courbe ne traverse pas sa tangente.

— Si ap > 0 : la courbe est au-dessus de sa tangente au voisinage de a.
— Si an < 0 :la courbe est en-dessous de sa tangente au voisinage de a.

e Cas n impair : la courbe traverse sa tangente.

— Si a, > 0 : la courbe est en-dessous pour x < a puis au-dessus pour
x> a.

— Si ap < 0 : la courbe est au-dessus pour z < a puis en-dessous pour
T > a.
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