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Exercice 1

Soit f la fonction définie sur |0, +oo par :

VI+ 2z — (1 +3z)5
Ve >0, f(z)= e 2( i :1:)3‘
x
1. (a) On sait que :
1 1 1
\/1+u:1+§u—§u2+ﬁu3+ugo(u3)

et lim 2z = 0. Donc, par composition :
z—0

1 1
Vi+2z=14z— §$2+ 53:3—1— 00(:53).
z—

De méme, on sait que :

R
= —u——u"+ — u
379 T8l w0

i

(14 u)

et lim 3z = 0. Donc, par composition :
z—0

W=

)
=1+z—2>+-2°+ o (2°).
3 x—0

(1+ 3x)

On obtient alors pour tout z > 0 :

1 7
VI+2z— (1+32)F = §m2 — éx?’ + o (2%).
(b) Ainsi on a, pour tout z > 0 :

%xQ — %x?’ o (%) 1
f(.??) - 72 - 5

_Z + ()_>_
6x ngCC x—0 2

1
Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 7

2. Soit x > 0 :

Donc (le prolongement de) f est dérivable en 0 et f'(0) = —

[N IN
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Exercice 2

Soient p et ¢ deux réels appartenant a I'intervalle |0, 1.
On considére un chat domestique dont le propriétaire quitte chaque matin la maison et
ne rentre que le soir. Chaque jour, a l'instant du départ de son propriétaire, le chat est
confronté & un choix : ou bien rester a la maison; ou bien décider de passer la journée
dehors.
Les ouvertures de la maison étant toutes closes, et la porte d’entrée de la maison ne
disposant pas de chatiére, le chat devra passer sa journée soit entiérement a l'intérieur,
soit entiérement & 'extérieur de la maison.
On se rend compte que, lorsque le chat choisit de rester a I'intérieur de la maison un jour
donné, la probabilité qu’il choisisse de rester de nouveau a la maison le lendemain est
égale a p. Lorsque le chat passe la journée dehors, la probabilité qu’il décide de rester
dans la maison le lendemain vaut q.
Pour tout n € N*, on considére les événements A,, et B, suivants :

— A, : «le chat reste a la maison le n-éme jour » ;

— B, : «le chat passe la journée dehors le n-éme jour ».

Pour tout n € N* on pose
a, = P(A,) et b, = P(B,).
On suppose qu’au premier jour le chat choisit de passer la journée dehors, ainsi a; = 0 et
b1 - 1
1. (a) Soit n € N*. Comme le chat n’a que deux options (A4, ou B,) disjointes alors
A, = B, et par conséquent (A,, B,) est un systéme complets d’événements.

(b) Soit n € N*. D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements précédent :

ap+1 = P(An+1) = Py, (An+1)P(An) + Pp, (An—i-l)P(Bn)
=pP(A,) +qP(B,)
= pan + Q(l - an)
2. On a
VneN, a1 =0pP—qa,+q.
La suite (a,) est donc arithmético-géométrique.
— Point fixe : soit x € R. On a
q
l=p+gq
car 1 — p+ g # 0 (vu que p et ¢ sont dans |0, 1.

r=p-qrtq=z=

— Suite auxiliaire : on pose pour tout n € N, v,, = a,, — % Alors pour
—pPTq
tout n € N* :
q q
Uptl =0pp1 —T—— =pPp—q)ap, +q—p—q)—— —
RS el pearags (P—a)an+q—(p @1_p+q q

= (p— q)Vn.

Ainsi (v,) est géométrique de raison p — q.
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— Expression de a, : on en déduit :

n—1

VneN, v, =0(p—¢q¢" v

d’ont
q

1-p+tg

q

n—1
— + — .
(b=a) 1-p+gq

Vn e N*, a, =
3. Comme —1 < p—q <1 alors

lim (p—q)" " =0.

n——+0oo

Par conséquent, (a,) converge vers ———.
quent, (a,) g —
4. Pour tout n € N*, on pose X,, la variable aléatoire valant 1 si le chat est resté a
n
Iintérieur de n-iéme jour et 0 sinon et S, = ZXk.
k=1
(a) Soit n € N*. La variable X,, suit la loi de Bernoulli de paramétre a,. Son
espérance vaut a, et sa variance a,(1 — a,).
(b) Tls’agit du nombre de jour que le chat a passé a I'intérieur durant les n premiers

jours.
q

(c) Soit n € N*. Par linéarité, en notant { = ——— :
I=p+gqg

E(S) =Y E(Xp)=> ax=—LY (p—q)+(n—1)
k=1 k=1

k=1
1—(p—q)"

— 1)
7 "D

= —L(p—q)

~ nk.
n——+oo

Probléme

Soit o > 0 un réel fixé. On s’intéresse dans ce probléme a la suite (uy,),>o définie par :

1
up > 1 et Vn >0, un+1:a<un+—).

n

On considére la fonction f, définie sur R, par :
. 1
Ve e RY,  f(x) :oz(ac+—> :
x

Partie 1 — Généralités

1. La fonction f, est dérivable sur R’ et :

, 1
Va > 0, fa(x):oz(l—ﬁ).

On en déduit alors facilement :
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T 0 1 +o0
Signe
de f/(x) - 0 +
Variationg T +00
de f \ 9y /

2. (a) Voir figure.
(b) Voir figure.

(c) On conjecture :
— pour ug = 4 et a = —, la suite n’est pas monotone mais converge ;
— pour ug = 4 et a = —, la suite est décroissante et converge ;

, la suite est croissante et converge;

AW | =

— pour ug =1let a=
— pour ug = 4 et a = 1, la suite est croissante et diverge vers +00;
— pour ug = 1 et a = 2, la suite est croissante et diverge vers +oo.
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3. Soit a > 0 quelconque.
(a) Pour tout n € N, soit P(n) : « u,, est bien définie et u,, > 0 ».

— Initialisation : c’est immédiat d’aprés les hypothéses.

— Heérédité : soit n € N et supposons que P(n) est vraie. Montrons que
P(n+ 1) est vraie.

Par hypothése de récurrence, u,, > 0 donc u, 1 = fo(u,) est bien défini.
De plus :

1
Upy1 = A (un+—> > 0.

Un
Ainsi P(n + 1) est vrale.

— Conclusion : par le principe de récurrence, on a montré que pour tout
n € N u,, est bien défini et u,, > 0.

(b) Soit n > 1. D’aprés la question précédente, u,, 1 > 0 et le tableau de variation
de f, on a:

Up = fa(un—l) > fa(l) = 2a.

(c) On suppose que (uy,),>o converge vers un réel £. D’aprés la question précédente,
on a par passage a la limite dans les inégalités (larges) :

{>2a > 0.

Comme f, est continue sur [2«, +oo[ on en déduit, en passant a la limite dans
I'identité w, 1 = fo(un), que £ vérifie :

l= fu(0).
Or :

Ezfa(£)<:>€:a<6+%) = 2(1-a)=a.

Comme « > 0 alors cette équation n’a pas de solution si & > 1 (car le membre
de gauche serait négatif ou nul).

Sia > 1 alors (* = ®_ donc ¢ = Y car on sait que ¢ > 0.
1—a 11—«

(d) Sia=1eta=2on en déduit donc que (u,) diverge.

3
Partie 2 — Cas a = 1

. 3
On suppose dans cette partie que o = 1 et que ug = 1.

4. On a : 5 3
u=—-(1+1)=-.
1=+ =3
Pour tout n € N, soit P(n) : « u, < Upiq ».
— Initialisation : c¢’est immédiat d’aprés le calcul de u;.
— Hérédité : soit n € N et supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n+1)
est vraie.

Par hypothése de récurrence, on sait que u,, < u,,1. De plus
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— sin > 1 alors par 3.(b) : u, > 200 = - >1;
— sin=0,uy=1.

La fonction f, étant croissante sur [1,+o0o[ on a donc

Up4+1 = fa(un) S Up42 = fa(un—l-l)'

Ainsi P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : par le principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N
Up < Upy1-
5. On procéde encore par récurrence :
— Initialisation : c¢’est immédiat car ug = 1.
— Héreédité : soit n € N et supposons que u, < V3. On a vu a la question
précédente que u, > 1 donc par croissance de f, sur [1, o0 :

Upt1 = fa(un) < fa(\/ﬁ) = \/§

— Conclusion : par le principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N
un, < V3.

6. D’aprés les questions précédentes, (u,,) est croissante et majorée donc elle converge
et d’aprés 3.(c) sa limite est :

3/4
5= V3

1
Partie 3 — Cas o = 5"

1

On suppose dans cette partie que o = 3

7. Comme f,(1) =1 on voit que si up = 1 la suite (u,) est constante.
On suppose dans le reste de la partie 3, que ug > 1.

8. On montre par récurrence, de la méme fagcon qu’a la question 4, que pour tout
n € N, u,, > 1 (on utilise la croissance stricte de [1, +00]).

Uy — 1
9. On pose, pour tout n > 0, vnzln( " )

(a) Soit n € N.
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La suite (v,),>0 est une suite géométrique de raison 2.

Donc
VneN, v, =2".
-1
(b) On a: o < 1 donc vy < 0. Ainsi :
Ug + 1
lim v, = lim 2"y = —o0.
n—-+o0o n——+00
(c) Soit n € N.
v Up — 1 e +1
"= < U, = .
U, + 1 1—evm

On en déduit que (uy,),>o converge vers 1.

1
Partie 4 — Cas a = 1
Dans cette partie, on reprend ’hypothése ug > 1.

1
10. Pour tout z > 3 on a:

1 1
27 x2?

Par ailleurs, pour z > <4 d’ou

S
7

(a) Voir cours.

11. On pose § =

1
(b) D’aprés 3.(b), on sait que pour tout n € N, u,, > 2a = 3"

1
De plus, 5 > 3

Soit n > 0. On applique 'inégalité des accroissements finis entre u,, et (3 :

’fa(un) - fa(ﬂ) < _‘un - 5‘
Or fa(un) = Upy1 €t fa(ﬁ) = 6 donc

3
[Un g1 — B] < Z'u” - B

12. (a) Pour tout n € N, soit P(n) : « |u, — | < |ug — f| (§) ».

4
— Initialisation : c¢’est immédiat.
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— Heérédité : soit n € N et supposons que P(n) est vraie. Montrons que
P(n+ 1) est vraie.

. 3\"
Par hypothése de récurrence, on sait que |u, — 8| < |ug — | (1) .

Avec la question précédente :

3 3 n+1

Ainsi P(n + 1) est vraie.

— Conclusion : par le principe de récurrence, on a montré que pour tout
3 n
weN fu =l <51 (3)

(b) Par le théoréme des gendarmes : lirf |u, — B] = 0 donc (u,) converge vers [3.
n——+0o0

Partie 5 — Cas a = 2.

Dans cette section, on suppose que ug > 1.

13. Pour tout n € N :

1 2
un+1—un:2(un+—>—un:un+—>0
Unp

car u, > 0.

Ainsi la suite est croissante. On sait déja qu’elle est divergente donc d’aprés le
théoréme de la limite monotone, elle diverge vers +o0.

14. Pour tout n € N :
Un+1 1
=21+ — |-
Uy, u?

Up+1

Comme lim wu, = 400, alors lim =2
n—-+oo n—+oo Uy,
Unp,
On pose pour tout n € N : w,, = on-
15. Soit n > 0.
_ Upgl Un _ Unpg — 2Up
Wn+1 — Wn = on+1 - on - on+1
2
o ontly,

Or on sait que u, >4 > 1 pour n > 1 et ug > 1 donc

B 2
ooty

1
0 S Wn41 — Wp S 2_n
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16.

17.

18.

Notons (W,,) cette suite. On a :

n+1 n

Wn+1 - Wn = Z(wk+1 - wk) - (wk—i-l - wk) = Wp+2 — Wp41 > 0.
k=0 k=0

La suite est donc croissante.
De plus, pour tout n € N :

11—y 1
k=0 2

Ainsi (W,,) est croissante et majorée donc convergente.

Par télescopage, pour tout n > 1 :

n—1

w, = Wy + Z(wk+1 — Wg)-
k=0

Donc (w,,) est somme de deux suites convergentes donc est convergente.

Notons A la limite de la suite (w, ). Comme la suite (w,,) est croissante par I'inégalité
de la question 15, on a
W, > Wy = ug > 1.

Par passage a la limite, on a donc : A > 1.
Enfin par définition de A :

donc (A #0) :
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Annexe
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