CHAPITRE 2

INTEGRALES GENERALISEES

2.1 Reévisions : intégrales sur un segment

2.1.1 Meéthodes de calcul

» Intégration a vue : c’est la premiére méthode a tester. Si F' est une primitive de f sur

[a, b] alors :
b
/ F(O)dt = F(b) — Fla).
a
Fonction f Une primitive de f sur l'intervalle :
wn—i—l
xr— ", neN T — R
n+1
:L,a—&-l
x+— z% a € R\{-1} x>—>a+1 R%
1
T — — x +— In(x) | — 00,0[ ou ]0, +o0]
x
axr
xr— e a#0 T — — R
a
aﬂf
r R\{1 R
r+— a”, a € R\{1} x»—)ln(a)
x — In(x) r+— xln(z) —x 10, 400
x — sin(x) x — —cos(x) R
x — cos(x) x — sin(x) R
i tan(a) — tan(x) Ttk ko[ ke Z
x = an”(z x an(x —— + km kr+ -
cos?(x) 2 ' 2 U
1
T 7 e x — arctan(z) R

TABLE 2.1 — Primitives usuelles
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Fonction f Une primitive de f sur tout I tel que :
u 4+ u+v u et v sont dérivables sur
A/, N eR AU u est dérivable sur I
un+1
v'u™, n €N u est dérivable sur 1
n+1
ua+1
u'u®, a € R\{-1} 1 u est dérivable et u > 0 sur
a
u/
— In (|ul) u est dérivable et ne s’annule pas sur [
u
u'e” et u est dérivable sur [
u/
— 2v/u u est dérivable et u > 0 sur I
NG
u' sin(u) — cos(u) u est dérivable sur I
u' cos(u) sin(u) u est dérivable sur I

TABLE 2.2 — Primitives de fonctions composées

» Intégration par parties.

— Proposition 2.1 (Intégration par parties)

Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un segment [a, b]. Alors :

Effectuer une IPP consiste a écrire la fonction & intégrer sous la forme d’un produit u'v
dont :

L /
— T'une sera dérivée (v~ v')
. A A /
— Tautre sera intégrée (u' ~ u).
Il ne faut pas oublier de préciser le caractére C' des fonctions impliquées.

A retenir : quelle fonction dériver, quelle fonction intégrer ?

On retiendra le mot LATE (ou "A", pour "Algébrique", désigne les fonctions polyno-
miales).
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Log l \Ig I rigo Exp
- >
a dériver a primitiver

Face a une intégrale du type / fg, on se référe au schéma ci-dessus pour savoir laquelle
des deux fonctions intégrer et laquelle dériver.

» Changement de variable.

— Proposition 2.2 (Changement de variable)

Soit w une fonction de classe C! strictement monotone et soit f une fonction
continue sur u([a, b]). Alors :

u(b) b
z)dxr = w(t)u' (t)dt.
/u @) / F(u(t))ed (t)dt

Il ne faut pas oublier de justifier le caractére C' et strictement monotone du changement
de variable!

2.1.2 Sommes de Riemann

—{ Proposition 2.3 }

Soit f : [a,b] — R continue. Alors :

n—1
b—a b—a b—a
n—4oco n Z ! (a F n > n—>H£oo n kz_ ! <a Tk n ) )

k=0
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2.2 Intégrales généralisées

— Définition 2.1 (Intégrale généralisée convergente/divergente)

— Soit a < b < +o0 et f: [a,b]— R une fonction continue.

On dit que l'intégrale généralisée / f(t)dt converge si la limite suivante existe

1
wg%:/ 1O

b
Dans ce cas, cette limite est appelée la valeur de I'intégrale et est notée / ft)dt.
a

et est finie :

Dans le cas contraire, on dit que 'intégrale généralisée diverge.

— Soit —oo < a < bet f:]a,b] — R une fonction continue.

On dit que Uintégrale généralisée / f(t)dt converge si la limite suivante existe

:Elif(rzl‘F / f

b
Dans ce cas, cette limite est appelée la valeur de 'intégrale et est notée / f(t)dt.
a

et est finie :

Dans le cas contraire, on dit que 'intégrale généralisée diverge.

— Soit —oo <a <b< 400 et f:]a,b[— R une fonction continue.

On dit que l'intégrale généralisée / f(t)dt converge s'il existe ¢ €]a,b[ tel que
G b “
/ f(t)dt et / f(t)dt convergent.

Dans ce cas, la valeur de I'intégrale, notée / f(t)dt, est égale a

[ e dt+/f

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale généralisée diverge.
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2.3 Propriétés des intégrales généralisées

2.3.1 Propriétés élémentaires

—{ Proposition 2.4 }

Soit —oo < a < b < 400 et f,g :]a,bj— R deux fonctions continues.

b b
1. Linéarité. Si / ft)dt et / g(t)dt convergent alors, pour tout A\, u € R,
a a

b
/ (Af(t) + pg(t))dt converge et
b b b
[ @)+ ngoyie = [ sodt [ gerae

b
2. Relation de Chasles. Soit ¢ €]a, b[. Alors / f(t)dt converge si et seulement si
a

@ b
/ f(t)dt et / f(t)dt convergent. Dans ce cas :

/abf(t)dt _ /acf(t)dt + /be(t)dt.

b
3. Croissance. On suppose que pour tout ¢t €|a, b, f(t) < g(t) et que / f(t)dt et
a

b
/ g(t)dt convergent. Alors
a

/a " f(oydt < / 0t

b
4. Positivité. On suppose que pour tout t €la,b[, f(t) > 0 et que / f(t)dt
a

converge. Alors
b
/ F(t)dt > 0

avec égalité si et seulement si f est nulle sur ]a, bl.
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2.3.2 Intégration par parties

—{ Proposition 2.5 }

Soit —0co < a < b < 400 et f, g :]a,b[— R deux fonctions de classe C! sur ]a, b].
On suppose que :

/ f'(t)g(t)dt converge,

2. t — f(t)g(t) admet une limite finie en a et en b.

Alors / f(t)g' (t)dt converge et :

/f (t)dt = lim f(1)g(¢) — lim £ (1) /f

t—a

2.3.3 Changement de variables

—{ Proposition 2.6 }

Soit —oo < a < b < 400 et ¢ :Ja,b[— R une fonction de classe Cl et strictement
monotone sur |a, b[.
On note :

c= lim p(t) ; d= lim @(¢).

t—a™t t—b—

L’existence de ces limites (qui peuvent valoir +00) est garantie par le théoréme de la
limite monotone.
Soit f une fonction continue sur ¢(]a, b[). Alors :

/ f(u)du et / flp t)dt sont de méme nature.

2. En cas de convergence, elles sont égales.

2.4 Théorémes de comparaison

— Théoréme 2.1 (Comparaison pour les intégrales de fonctions continues positives)

Soit a < b < 400 et f,g: [a,b[— R deux fonctions continues et positives.
On suppose que : V¢ € [a,b] : 0 < f(t) < g(t).

b b
1. Si / g(t)dt converge alors / f(t)dt converge.

b b
Si/ f(t)dt diverge alors/ g(t)dt diverge.

Le résultat analogue pour des fonctions continues et positives sur |a, b] est valable.
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— Théoréme 2.2 (Critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions continues positives)

Soit a < b < 4oo et f,g: [a,b[— R deux fonctions continues et positives.
On suppose que : f(l‘) ~ g(:L‘)

b
Alors / g(t)dt et / f(t)dt sont de méme nature.

Le résultat analogue pour des fonctions continues et positives sur |a, b] est valable.

2.5 Convergence absolue

—{ Définition 2.2 }

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue.

On dit que lintégrale généralisée / f(t)dt est absolument convergente si U'intégrale

généralisée / |f(t)|dt est convergente.
I

—{ Théoréme 2.3 }

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue.

Si / f(t)dt est absolument convergente alors elle est convergente et on a :
I

‘ / f(t)dt‘ < [Irwla.
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